Kapitola 4

Anisotropni multivrstvy

4.1 Uvod

Odezva anizotropnich multivrstev na elektromagnetické viny ziskava znacnou po-
zornost souvisejici s praktickym uplatnénim nanostruktur v optoelektronice, elektro-
optice, magnetooptice, v optickém zaznamu informace ap. Tato kapitola je vénovana
obecnému vysetieni odezvy anizotropnich multivrstev na elektromagnetické viny. K
tomu vyuzijeme zobecnéni Yehova formalizmu [1] na absorbujici prosttedi [2, 3, 4].
Rada jednodussich situaci je zahrnuta jako specialni p¥ipady. Formalizmus neklade
zadna omezeni na tenzor permitivity, ktery chapeme jako funkci polohy na ose kolmé
k rovindm rozhrani vrstev.

Geometrie problému je nasledujici. Planarni struktura je tvofena N vrstvami
oddélenymi navzajem rovnobéznymi rovinami rozhrani, které jsou vSechny kolmé na
spole¢nou osu. Struktura je umisténa mezi dvéma poloprostory. Kazda z vrstev je
homogenni a charakterizovana obecnym komplexnim tenzorem relativni permitivity
™ (n=1,...,N). Snelltiv zdkon vyzaduje, aby slozky vektoru $ifeni rovnobé&zné
s rozhranimi byly ve vSech vrstvach a na vSech rozhranich stejné.

Hledame teseni vlnové rovnice ve tvaru monochromatickych rovinnych vin s de-
finovanou polarizaci nejprve v nekonecné rozlehlych prostorech charakterizovanych
témito tenzory permitivity. Pro kazdou vrstvu uvazovanou jako nekonecné prostiedi
je to problém na vlastni hodnoty. Jeho fesenim jsou normalové (vici zvolenym rovi-
nam rozhrani) slozky ¢tyt vlastnich vektoru sifeni. Podélné slozky vektoru sifeni, jak
bylo uvedeno vyse, jsou uréeny pomoci Snellova zakona. Ctyfem vlastnim vektortim
Siteni odpovidaji ¢tyfi vektory vlastnich polarizaci (vlastnich polariza¢nich maédu,
nebo jen strucné vlastnich polarizaci).

Predpokladame, ze elektromagneticka vlnova pole v dané vrstvé, ktera muze mit
libovolnou tloustku,! lze vyjadfit jako linedrni superpozici ¢tyf monochromatickych
rovinnych vIn charakterizovanych témito vlastnimi vektory sifeni a jim odpovidaji-
cimi vlastnimi polariza¢nimi mdédy. Nase omezeni na rovinné viny v ohranicenych
oblastech (tj. ve vrstvach) odpovidd Fraunhoferové aproximaci.

IPfedpokladame tedy, Ze nejsou kladena zadna omezeni na pomér vinové délky idealné kohe-
rentniho zafeni ve vrstve k tloustce vrstvy.
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Ctyii vztahy mezi amplitudami vlastnich polariza¢nich médi na obou stranéch
kazdého rozhrani plynou z okrajovych podminek pro tec¢né slozky poli. Ty vyza-
duji spojitost slozek celkovych elektrickych a magnetickych poli vin rovnobéznych
s rovinami rozhrani pii prichodu kazdym z AN + 1 rozhrani. Okrajové podminky
Ize vyjadrit pomoci matice 4 x 4 zahrnujicich vztahy mezi kvartetem amplitud poli
v jedné vrstveé a kvartetem amplitud poli ve vrstvé sousedni. Tato matice se ozna-
¢uje jako matice prenosova neboli matice transferu. Predstavuje soucin tii matic:
matice inverzni k dynamické matici ve vrstvé (n — 1), dynamické matice ve vrstvé
n a diagonalni matice §ifeni neboli matice propagacni ve vrstvé n .

Z hlediska odezvy je multivrstevnata struktura reprezentovana souc¢inem N + 1
matic transferu. Tento soucin vaze sloupcové vektory 4x 1 amplitud elektrickjch poli
v poloprostorech obklopujicich multivrstvu. Vektory 4 x 1 amplitud elektrickych poli
v obou izotropnich poloprostorech jsou tvoreny komplexnimi amplitudami dvojice
vln s odlisnymi, nejlépe ortogonéalnimi, polarizacemi postupujicimi k multivrstevnaté
struktufe a komplexnimi amplitudami odpovidajici dvojice vin postupujicich od této
mutlivrstevnaté struktury.

Obvykle volime amplitudy prichazejicich vin v jednom poloprostoru nulové. Ta-
kovy poloprostor pak oznacujeme jako vystupni. To nam zjednodusuje definici glo-
balnich transmisnich a reflexnich koeficientti multivrstvy. S timto omezenim lze mi-
mochodem formalizmus matic 4 x 4 redukovat na formalizmus matic (2 x 2)[5].
Globalni transmisni a reflexni koeficienty predstavuji informaci hledanou k tplné
charakteristice optické odezvy multivrstvy. Konvencné se tyto koeficienty zapisuji
ve tvaru Jonesovych reflexnich a transmisnich matic dané multivrstevnaté struktury.

4.2 Vlastni mody

Uvazujeme strukturu znézornénou na obrazku 4.1 tvofenou N homogennimi
vrstvami navzidjem oddélenymi rovinami rozhrani z = 2 (n = 0,... N) v kar-
tézské soufadnicové soustavé zvolené tak, ze 2"~V < 2(" _ Struktura je obklopena
homogennim poloprostorem (0) specifikovaném z < 2(®) a homogennim poloprosto-
rem (N +1) specifikovaném z > W) Pro jednoduchost si miizeme oba poloprostory
predstavit jako nemagnetické, neabsorbujici a izotropni. Homogenni vrstva n vyme-
zena rovinami rozhrani z = 2"~ a z = 2(" je charakterizovana tenzorem komplexni
relativni permitivity

e e

(M) — 83(;) ggyl) 55,2) (4.2.1)
(n)

e en W

ktery miize uvazit soucasné piisobeni libovolné krystalové anizotropie a anizotro-
pii indukovanych vnéjsim mechanickym pnutim, elektrickym polem, magnetickym
polem, pfipadné anizotropii indukovanych pfi vytvafeni vrstvy jinymi mechanizmy
(naptiklad preferen¢nimi sméry v orientaci atomit). V anizotropnich absorbujicich
prostiedich jsou prvky tenzoru permitivity 52(-;-1) obecné komplexni. Jsou-li navic tato
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Obr. 4.1: Multivrstevnaté struktura tvorend N homogennimi anizotropnimi vrstvami cha-
rakterizovanymi obecnymi tenzory permitivity €™ , kde n = 1,... A . Roviny rozhrani
jsou kolmé na spoleénou osu rovnobéznou s osou z kartézské souradnicové soustavy.

prostiedi i magneticky usporadana, prestava byt tenzor permitivity symetricky tj.,
52(-?) # €§?). V optické oblasti spektra magnetickou permeabilitu vrstvy pokladame za
skalarni a frekven¢né nezavislou (nedisperzni). To odpovida elektrické dipolové apro-
ximaci, ktera je na optickych frekvencich opravnéna. Nezptisobime dokonce zadnou
vyznac¢nou odchylku od reality, kdyz polozime magnetickou permeabilitu ve vsech
vrstvach rovnou jeji hodnoté ve vakuu fiyac -

Pro feseni vlnové rovnice ve tvaru monochromatické rovinné viny v (nekoneéném)
prostfedi n-té vrstvy s vektorem &ifeni 4 a s thlovou frekvenci w lze vektor
elektrického pole vyjadfit takto?

EM™ = Eé")exp [ (wt — 7(")-r)] . (4.2.2)

vlnova rovnice pak dostava tvar
A2 ) (7@). ng) — Y g (4.2.3)

kde E(()n) je komplexni vektor amplitudy elektrického pole viny, ktery charakterizuje
jeji obecné eliptickou polarizaci. Vektorova rovnice (4.2.3) predstavuje soustavu ska-

2Konvence exp (jwt)
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larnich rovnic, které v maticovém zapisu lze vyjadrit jako

2 2 2
(n)2 2  Womy ) () W () A ) Y ()
Yy e c2 o z Yy c2 Cay Tz c? Caz E(()Z)
o _ W w2 m2_ W ) ) ) _ Y ) | _g
—Yy Yz & — C—2€yx Yot Ve — C_zgyy Yy V2 — ggyz EOy =
(n)
n) (n w2 n n) (n w2 n n)2 n)2 w2 n EOZ
—fA) = S g e [ R e
c c c
(4.2.4)
Vektor sifeni v prostiedi n-té vrstvy zapiSeme v kartézskych soufadnicich jako
w . n) 5
,y(n) _ - (N:EN):ﬁ + Né")y + NZ( )z) . (4.2.5)

Snelltiv zakon pozadujici, aby rovinné vlny postupovaly strukturou tak, ze slozky
jejich vektort siteni lezici v planparalelnich rovinach rozhrani vrstev ztistavaji inva-
riantni, lze vyjadrit rovnicemi

g = CNO (4.2.6a)
C

A = ENZSO)’ (4.2.6b)
C

pron=1azN +1.

Pro danou volbu hodnot N, a N, , soustava rovnic (4.2.4) dava vlastni hodnoty
N Z(?), 7 =1,...,4,. Ty jsou feSenim rovnice na vlastni hodnoty. Tuto rovnici mtizeme

zapsat jako pozadavek, aby determinant rovnice (4.2.4) byl roven nule

el — N2 — N Y+ NN, el + NN
e + N, N, e N2 N2 N N =0, (4.2.7)

e+ NN W NN W - N2 N2
Dostavame algebraickou rovnici ¢tvrtého stupné

eQINM 4 [N, (%) +el)) + N, (el + )] N3

z

— [ (W = NZ) + e (el — N2) — el N2 — el N2

Tx T yy 'y

— NN, (£ ) — ) o] o2

— (e = N7 Ny (a5 +e8)) + (efy) — N2) N (5 +<8)
— (6%) + N, Ny) (Nmagg) + Nya%)) — (55;) + N, Ny) (Nxegj) + Nyag))} N
+ (e = NI = N) [(e52) = Ny () = NZ) = () + NNy ) (3 + NoN, )]

— () = N2) el () N2 )0

yz “zy x Zr TxZ
+ NN, (elel) +elel)) 4 elmetme ) 4 clelmem 0. (4.2.8)

Ve zvlastnich pripadech se tato rovnice redukuje na bikvadratickou. Jednim takovym
zvlastnim pripadem je ptivodné izotropni prostiedi, v némz je vytvorena homogenni
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magnetizace ve sméru zvolené osy. Tehdy €;; = —¢j;, 4,7 = @,y and z. V magne-
tickych i nemagnetickych krystalech nebo v krystalickych ¢i amorfnich prostiedich
s indukovanymi anizotropiemi miize byt tenzor permitivity zcela obecny vyzadujici
specifikaci deviti komplexnich slozek. V dalsim proto budeme predpokladat tenzor
permitivity v nejobecnéj$im tvaru. Vlastni polarizace elektrického pole (nebo také
vlastni polarizacni médy) miizeme vypocitat napfiklad z prvni a tfeti rovnice sou-
stavy (4.2.4). Vyjadiime je jako kartézské vektory

() _

e\’ =
J
(s - N2 - N2) (N Ny +ef)) - (VNG +am) (VN 4 &)
— (e - N2 N2) () - N2 - NG (N NG +e2) (Nxsz )
(a&;p) — Ny — NZ(;‘) (NyNZ(j) + 5§Z)> — (N N(") + 5(")) (NxNy + 5;&?)
(4.2.9)
kde j = 1,....,4, rozlisuje vlastni hodnoty NZ(]), tj. z-slozky vektoru sifeni redu-

kovaného (déleného) koeficientem w/c, a jim odpovidajici vlastni polarizace eg-") :

Zpiisob, jakym ¢islujeme vlastni hodnoty N ()

zg )
ve vrstvach a v okolnich poloprostorech je véci konvence.

a jim odpovidajici vlastni polarizace
3

Abychom si nasi situaci ponékud zjednodusili, predpokladejme, ze komplexni vek-
tory $ifeni v jednom z izotropnich poloprostori obklopujicich strukturu jsou ome-
zeny na rovinu kolmou ke vsem rozhranim. Tato rovina pak definuje rovinu dopadu.
Rovinu dopadu mtzeme zvolit tak, aby jedna ze dvou slozek vektorti Sifeni lezicich
v rovinach rozhrani byla nulova. To se dosdhne bez Gjmy na obecnosti vhodnou
rotaci soufadnicové soustavy. Libovolna rotace transformuje totiz ptvodni tenzor
permitivity, o némz zde predpokladame, Ze je zcela obecny, na jiny obecny tenzor
permitivity opét s plnym poctem nezavislych slozek. Zvolime tedy rovinu dopadu
v roviné yz, tj. kolmou na osu . Potom N, = 0 a vektor Sifeni se redukuje na tvar

w ~
Q- - (Né"%g + Nz(")z) ‘ (4.2.10)

Snelliv zakon (4.2.6) se odpovidajicim zptsobem zjednodusi na
N, . (4.2.11)

V piipadé, Ze vstupnim poloprostorem je vakuum, NV, je jednoduSe rovno sinu tthlu
dopadu.

3V prostiedich s vyssi symetrii méze dojit k degeneraci vlastnich polarizaci, coz vede k neuréitym
vyrazum pro vektory vlastnich polarizaci. Neurcitosti 1ze vétSinou odstranit vhodnym vybérem
rovnic (4.2.4). V prostfedich s vySsi symetrii lze vSak vzdy nalézt vlastni polarizace pfimo z vlnové
rovnice pro dany, tedy méné obecny, tvar tenzoru permitivity.
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VInova rovnice (4.2.4) se volbou N, = 0 vyrazné zjednodusi

(V2 + N2 - ) —e%) —e £
e NPy = (NN ) || B | =0
—el (N N™ 4 5(")) (Nﬁ — 59;)) E(():)
(4.2.12)

Rovnici na vlastni hodnoty plynouci z vektorové vlnové rovnice (4.2.12) ziskame
podobné, kdyz také v rovnici (4.2.8) polozime N, = 0

a(”>N() +( (”)+a )NN

_ [(ggi) _ Nz) (e +5< >) 5%)5% 5535;@} NyNZ( n)
b el (60— N2) (e — N2) — ] — e (2 — )
— e (o) — NZ) ) ) (12.13)
Elektrické pole rovinné viny v n-té vrstvé miizeme psat
EM = Z E j exp {jwt — j% [Nyy + NZ(;L)(Z — z("))} } , (4.2.14)

(n)

kde Eg;) je komplexni skalarni amplituda j-té vlastni polarizace a e; je komplexni

vektor specifikujici vlastni polarizaci. Symbol Eg;) oznacuje amplitudu pole médu
v roving z = 2™ uvnit¥ n-té vrstvy pfi rozhrani sdileném s (n+1)-tou vrstvou. Byva
vyhodné pouzivat normované vlastni polarizace a v souvislosti s tim pozadovat, aby

n T n
[eg. >] e =1, (4.2.15)

kde 1 oznacuje hermitovské sdruzeni. Celkova faze soucinu Eg;) eg-n)

miize byt libo-
volné rozdélena mezi E((;;) a eg»") . 'V klasické elipsometrii izotropnich povrchi, je pro
toto rozdéleni stanovena konvence [6]. Pro polarizaci elektrickych (magnetickych)
poli dopadajici, odrazené a prochézejici viny kolmo k roviné dopadu se jednotkové
vektory elektrickych (magnetickych) poli voli souhlasné rovnobézné. Kladny smysl
vektort magnetickych (elektrickych) poli potom plyne z Maxwellovych rovnic. Pri
této volb&? jsou v limité kolmého dopadu vektory elektrickych poli dopadajici a
odrazené vlny polarizované kolmo k roviné dopadu souhlasne rovnobézné a vektory
elektrickych poli dopadajici a odrazené viny polarizované rovnobézné s rovinou do-
padu nesouhlasné rovnobézné. Orientace roviny dopadu prestava byt pii kolmém
dopadu definovana, takze vlny s linearni polarizaci kolmou a rovnobéznou viici ro-
viné dopadu nemiizeme rozlisit.

Volime proto kladnou orientaci vektort elektrického pole vln linedrné polarizova-
nych v roviné dopadu tak, aby byly stejné pro dopadajici i odrazenou vlnu. Vektor

4Volba plyne ze symetrie Maxwellovych rovnic pro linedrni izotropni nevodiva prostfedi vici
zaménam E — H, H — —F a ¢ < p vyjadiujici relace duality.
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1 ’ lari (n) v . d “ d . , . , It
vlastni polarizace e ; urcujeme tedy v souradnicove soustave vazané na multivrstvu.

Z prvniho a tfetiho fadku maticové vyjadiené vinové rovnice (4.2.12) mame
—elm (52’2) — NZ) + el (5%) + NyNZ(;L))
el =" (52’2) — Nj) (5;%) — NZ— Nz(;m) —elDel) (4.2.16)
(8 = N2 = NG () 4+ NN ) el
neboli
eV = O {& |-l (e0) - NZ) + = () + N,NG))

+ 9 [(6(") — N?2) (52’;) - N - N(m2> - 5(")5(")]

zj Tz Czx

+ 2 [— (55[;) — N} — N(@n) (52’;) + NyNZ(;L)> + a%)e(")}} ,

) Yy

(4.2.17)

kde CJ(»") jsou odpovidajici normalizac¢ni faktory. Podobné jako v pripadé rov-
nice (4.2.9), mize hledani vlastnich polarizaci z rovnice (4.2.16) nebo (4.2.17) vést k
singularitam, kdyz se obecny tenzor permitivity zredukuje na néjaky specialni tvar
odpovidajici prostfedim s vys$i symetrii. Singularity lze vyloucit bud analyticky
nebo vhodnymi numerickymi procedurami.

Magneticka pole vlastnich polarizacnich médt plynou napi. z Maxwellovy rovnice
vyjadiujici Faradaytv zdkon, V x E = —0B /0t tj.

4
cB™ =3 E{VbVexp {jwt — 2 [Nyy +N(z - Z("))} } . (4.2.18)
C
j=1

- (62’? — N - NZ(?)Z) (Nz(?)eﬁ’? + Nye§Z)> +el) (Nyei’z) + N,ﬁ?d@)
— ¢ NG el (e = N2) 4+ () + NN
—N, | -5 (52’2) - N} )+ el () + NyNZ(?)

(4.2.19)

coz plyne uzitim
b = (Nyg+ NGz x el
n A n n)2 n n n
=" {cc [— (5;3 ~ N2 - N ) (Nz(j)égz) + Nyagy))

e (Nl + NY=))]

+gN,; [—55(;;/) (522) —NJ)+ el <6£y) + Ny N )}

—2N, [—6(") (e — N?) + elm (5%) + NyNZ(;L)ﬂ} (4.2.20)

Y
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Stredni hodnota Poyntingova vektoru j-tého vlastniho polarizacniho médu je
déna realnou ¢asti (oznacenou jako R) vektorového soucinu

R

_ () o, )
) _ZMWC% E"" x B, (4.2.21)

v jednotkach Watt/m? . Hvézdicka * oznacuje komplexné sdruZenou veliéinu a jiyae =
= 41 x 107 "mkgs ?A~2 je magnetickd permeabilita vakua. UZzitim rovnice (4.2.14)
a rovnic (4.2.16)—(4.2.19) dostaneme

(n))2
55-")(2) = 7?2&[ Re { (e§"))* X [(Ny:l] + Nz(?)z“) X eg.")] } exp [—27”@’;)(2« — z("))}
(4.2.22)
kde Zyae = 376.63Q je vinova impedance vakua. Klademe N Z(?) = ng) — jki?) vzhle-
dem k nasi volbé znaménka v komplexni exponencialni funkci z rovnice (4.2.2).
Potom (2w/ c)|k:i7;)| muzeme chapat jako absorpéni koeficient j-tého vlastniho pola-
rizacniho médu v n-té vrstve.

4.3 Maticova reprezentace planarnich struktur

Pozadavek spojitosti slozek elektrickych a magnetickych poli vin teénych vici
rozhrani z = 2"~V oddélujicim (n — 1)-tou a n-tou vrstvu poskytuje vztahy mezi
amplitudami vlastnich polariza¢nich méda v sousedicich vrstvach (pfipadné mezi
amplitudami v prvni nebo posledni vrstvé a amplitudami v obklopujicich poloprosto-
rech v rovinach z = 20 a z = 2\

4 4

ZE&?_l)egn_l)-:f: = ZE&?) eg-")-:?: exp (j%NZ(;L)d(")> , (4.3.1a)
Jj=1 Jj=1

4 4

S EG Ve Mg = STEPeM gexp (ijz(;?)dW), (4.3.1b)
j=1 j=1 ¢

4 4

SEGe e = SRR -den (JINTA™)  (@310)
J=1 Jj=1 ¢

4 4

SCEG VSV = YEGRgep (1SNaM) . (4319)
j=1 Jj=1

Zde d™ = z (™ — > (*=1) je it tloustka n-té vrstvy. Uvedeni tloustky vrstvy odstra-
nuje zavislost rovnic na poloze rozhrani na ose z . Tento krok je proto vyznamny pro
konstrukei maticového formalizmu, ktery bude vysvétlen nize. Amplitudy vlastnich
médit v n-té vrstvé u rozhrani z = 2~ jsou dany amplitudami vlastnich médi Eé?)

W (n) s (n
v téZe vrstvé u opacného rozhrani z = 2(™ nisobenymi faktorem exp (j—N Z(j Ja( )> .
c
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Vsimnéme si, ze ubytek hustoty toku energie zplisobeny ztratami v n-té vrstvé
je dan s¢itanim pres vSechny vlastni polarizacni médy

4
Wi =3 [570) - s @) (4.3.2)
j=1

Rovnice (4.3.1) mizeme vyjadfit v maticovém tvaru ve zménéném poradi radki
jako

egn—l) £ eén—l)_w,« (n 1) P (n 1) $ E(()rlL—l)
g g o g o g | [ E
n—1) n—1) n—1) a —1) A n—1
Vg Vg el Vg e Vg | | BEY
b" Vg bV b Vg b(" Vg By
eMar eMd eV ez
_ | v bg bV bYg
e’ e’y e g ey
oM.z b2 b2 b2
exp (ijZ(’f)d (n) 0 0 0
C
0 exp (#Nz(;)d (m) 0 0
X C
0 0 exp( d(" 0
0 0 0 exp( YN d<">
B
X E?2>
oo
Ej;
(4.3.3)
Vysledek lze prepsat do strucnéjsiho tvaru takto
D VEY Y = DWPMWE (4.3.4)
neboli .
E/" = (D" V)T DWPWE, (4.3.5)

kde Eé") je ¢tytslozkovy sloupcovy vektor komplexnich amplitud vlastnich polarizaci

E{" = (4.3.6)
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a D™ je matice 4 x 4

ed ez ez e.d
™. bM.g p™M.g bM.g
(n) _ 1Y 07y 03y 04y
€'Y ey €3y €4y
b2 bz bY@ bz

jejiz prvky D plynou z rovnic (4.2.16) nebo (4.2.17) a (4.2.18)

D) =g = " [—el) (2 = N2) + 2 (= + NN | (43.89)
Dy = b = CN [—é‘i’;) (e — N2) 4 (v (Eg;) n NyNZ(;‘)ﬂzL.&sb)
DY = eM.g = " [(ew) — N?) (85,?;) SN2 NZ(;”Z) — g;@gg@] (4.3.8¢)
DY = b8 = O |- (el = Ny = NGP) (Mely) + NG

+ N 4+ Nyeel) (4.3.8d)

Pripomindme pozndmku uéinénou v souvislosti s rovnici (4.2.16) o singularitéch
v prostiedich s vysokou symetrii. Ty je nutno uvazit pti tvorbé numerickych postupt
[7]. Zde P™ je diagonlni matice

exp (j‘iNZ(?)d(")) 0 0 0
C
0 exp ( d ) ) 0 0
P — w
0 0 exp (ijz(g)d(”)> 0
0 0 0 exp (ijZ(Z)d W)
C

(4.3.9)

V tlustych absorbujicich vrstvach prvky matice P(™ mohou byt piilis velké, takze
prekroci kapacitu pocitace. V takovych vrstvach méa prochézejici vina zanedbatelnou
amplitudu.® Problém piekroceni kapacity pocitace lze obejit délenim vSech prvki
P™ vhodnym dostateéné velkym faktorem.

Matici D™ | tzv. dynamickd matice, matici P™ | tzv. propagacni matici (neboli
matici §iveni, a Ctyislozkovy vektor E( definoval Yeh [1, 3]. Zaklad tvoii vztah
mezi polem E("_l) v (n 1) té vrstvé pii rozhrani z = 2"~ a polem E(()") v n-té
vrstveé pri rozhranl z = 2" formulovany rovnici (4.3.5). Mtze byt vyjadien pomoci

tzv. matice transferu neboli prenosové matice, kterou definoval Yeh takto

T(n—1n) _ (D(n—l))_1 D®p®) (4.3.10)

5 Amplituda vln proslych touto vrstvou a odrazenych na jejim druhém rozhrani je rovnéz za-
nedbatelna. Vliv nasledujicich vrstev na odezvu v reflexi je pak zanedbatelny. V praxi je vhodné
tlustou silné absorbujici vrstvu nahradit vrstvou ze stejného materidlu avSak nekonecné tloustky,
v niz se odraz na druhém rozhrani jiz neuplatni.
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gD E/(n—l)

vrstva (n-1)

Y

Eexp(j ¢ Nd") .
€ d”  vrstva (n)

E (n)

Y

g vrstva (n+1)

E,{")exp(j %M(wl)d(n-]))

(n—1)

Obr. 4.2: Matice transferu vaze amplitudy poli vlastnich polarizaci Ej ve vrstvé (n —

(n)

—1) na jejim pravém rozhrani s odpovidajicimi amplitudami poli E ; na pravém rozhrani

vrstvy n.

V Yehové formalizmu matic 4 x 4 tvofi prenosova matice zakladni stavebni prvek
(Obr. 4.2). Pfi nulové tloustce d ™ = 0, dostavame P = 1. Pfenosova matice
se zjednodusi na T"~1") = (D("‘l))_1 D™ a vaze amplitudy poli po obou stra-
nach rozhrani z = 2, ; mezi vrstvami n — 1 a n. V tomto specidlnim piipadé jsou
tedy roviny, v nichz zjistujeme vztahy poli ve vzdalenosti, ktera je v limité nulova
(zn, = zn—1). Jako v obecnych ptipadech i zde mohou byt obé prostiedi, kterd jsou
v kontaktu, charakterizovana zcela obecnymi tenzory permitivity. Tento specidlni
tvar pfenosové matice pro P(™ =1 odpovida také samotnému rozhrani mezi dvéma
poloprostory, které mohou byt opét oba charakterizovany obecnymi tenzory permi-
tivity. V praxi mivame spise situace, kdy jednim poloprostorem je vakuum nebo
vzduch (kam muzZeme umistit zdroj zafeni i detektor) a druhym obecné anizotropni
prostfedi. U multivrstev se pfenosova matice, v niz je P = 1 uplatiiuje jako
posledni segment souc¢inu matic reprezentujictho multivrstvu.

To je dano tim, ze soucin prenosovych matic volime tak, aby vazal amplitudy
poli v obou poloprostorech pravé v rovinach, které se infinitesimalné priblizuji k

rozhranim z = 2 a z = 2) s prvni a posledni vrstvou.
N+1
B = [[ T B = MEJY. (4.3.11)
n=1

Podle toho, co bylo pravé uvedeno posledni prenosova matice v souc¢inu prenosovych
matic je dana
TWAH) — (DW)) ™ DV | (4.3.12)

Pritbéh poli E™ (1 < m < N) ve zvolené vrstvé (vyplitujici oblast 2™~V < 2 <
< (™) multivrstevnaté struktury zjistime z rovnice

m -1
E" = (H T("‘1’")> E (4.3.13)
n=1

96



neboli

N+1
B = [ TC BT (4.3.14)
n=m-+1

za predpokladu, ze sloupcovy ctytslozkovy vektor EE,O) nebo EE,NH) je znam z feseni
rovnice (4.3.11). Pribéh poli uvnit¥ m-té vrstvy plyne z rovnice

(m)

EM (2) el 0 0 0 ESY (20m)

EDY (2) _ 0 &% g 0 Egy” (=) (4.3.15)
Eg” (2) 0o o0 &% o g (=) |

Egy (2) 0o o o0 & Egy (=)

kde ﬁj(m) = cEUNZ(;-H)(Z(’”) —z)forj=1---4.

Neni nutné normalizovat médy charakterizované e§") s vyjimkoun =0 a N +1,
pokud nés zajimaji pouze pole v poloprostorech obklopujicich multivrstvu. Abychom
to ukazali, pfedpokladejme, ze vektory vlastnich polarizaci eg-") ve vrstvé n uvnitt
struktury (n # 0 a n # N + 1) nejsou normalizovany. KdyZ poloZime normaliza¢ni
koeficienty z rovnice (4.2.16) nebo (4.2.17) vSechny rovné jedné, (¢imz je ve skutec-

nosti odstranime) zméni se dynamicka matice D™ zkonstruovana uzitim normalizo-

(n)
’ 1

vlastnich polarizaci elektrického pole. Mtizeme ji pak zapsat takto [D(") (C("))_ ] .

vanych e:’ na dynamickou matidci sestavenou uzitim nenormalizovanych vektort

Vlozeni jednotkové matice (C("))_1 C(™ =1 na pravé strané rovnice (4.3.5) mame

1

E() = (D) [D(") (C("))_l} PMWCMWEL (4.3.16)

kde C™ je diagondlni matice 4 x 4 normalizac¢nich koeficientii z rovnice (4.2.16)
cm = 0 (4.3.17)
o o o™

Pouzili jsme piitom okolnost, ze diagonalni matice P a C™ komutuji. Nyni vyja-
difme E{” pomoci sou¢inu prenosové matice T+ a E{"™ jako v rovnici (4.3.5)

E)) = T ;Y (4.3.18)
pouzijeme definici pfenosové matice podle rovnice (4.3.10) a dostaneme

E(()n—l) _ (D(n—l))_l |:D(n) (C(n))_l] pm |:C(n) (D(n))_l] D(n-i-l)P(n—i-l)E(()n-i-l)’
(4.3.19)
kde

-1

D™ (ct) ] = e (D)) (4.3.20)
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)

(o AT . pa(n—1 1 P
Tim jsme ukazali, Ze vztah mezi Eé" ) a Egﬂr nezévisi na C™ .

V principu je osm slozek E© a EgNH) vazano ¢tyfmi rovnicemi (4.3.11). Obec-

néji, (M +1) prenosovych matic vaze 4(N +2) slozek Eém) . Pole ve struktute budou
potom urcena, kdyz budou dany vsechny ¢tyfti slozky libovolného vektoru Eém) za
predpokladu, ze odpovidajici vlastni polarizace jsou normovany . Navic tento vek-
tor se nemusi vztahovat k pravému rozhrani vrstvy. Tak jsme totiz E(()m) definovali.
Postaci, kdyz budou specifikovany modélni amplitudy ng)(z) normovanych vlast-
nich polarizaci v libovolné roviné 2™V < 2z < 2(™ kolmé na z osu uvnit¥ m-té.
Ty jsou jednoduse vazany na amplitudy EBT) = EBT) (2™) pii rozhrani z = 2(™
rovnici (4.3.15).

4.4 VlIny v izotropnich oblastech

Nyni vytvorime dynamické a propagac¢ni matice pro nejjednodussi ptipad izot-
ropnich vrstev a izotropnich poloprostorti obklopujicich multivrstvu. Izotropni po-
loprostory z < 2(® a z > ) jsou charakterizovany izotropnimi skaldrnimi relativ-
nimi permitivitami ® = (N (S))2 , kde s = 0 nebo N + 1. Vektory sifeni nabyvaji
dvoji mozné hodnoty

S w A S 1/2 A
=2 g+ (V2N ] (4.4.1)

V neabsorbujicich izotropnich poloprostorech a ve vrstvach, které neabsorbuji, jsou
extinkéni koeficienty nulové, tj. k() = 0 pro s = 0, s = A+ 1, a pro ta s, ze
souboru 1 s N, kterd odpovidaji neabsorbujicim vrstvam. Navic v oblastech, kde
k) = 0 mizeme definovat realné thly dopadu, odrazu a lomu (za predpokladu, ze
neni prekrocen kriticky thel pro tplny odraz). Vektory Sifeni s kladnou a zédpornou

normalovou slozkou budou

) _ W

7$ N® [§ sin ©®) + 2 cos cp(s)} . (4.4.2)
c

Dosazenim do vlnové rovnice (4.2.12) zjistime, ze vlastni polariza¢ni médy lze vzdy
zvolit tak, aby byly tvofeny dvéma pary ortogonalnich elipticky polarizovanych vin.

Ortogonalné elipticky polarizované piicné elektromagnetické viny postupujici s
kladngm primétem vektoru Sifeni na osu z a s vlastnimi polarizacemi e;” a eés)

na jedné strané a ortogonalné elipticky polarizované pricné viny postupujici se zd-

’ o v VIV ’ ’ . . . S S
pornym prumétem vektoru Sifeni na osu z a s vlastnimi polarizacemi e, ) a efl ) na

strané druhé jsou charakterizovany (az na komplexni amplitudy) poli (p*) = 0)
‘3%8% exp (th :FjgN(S)z) = (:f:p(s) + :I)q(s)) exp (jwt F jﬂN(s)z) , (4.4.3a)
K C C
el exp (th :FJ'EN(S)Z> = (—#¢"" + gp'*) exp (jwt F jﬂN(s)z) . (4.4.3b)
K C C

Tyto normalizované ortogonalni vlastni polarizace mohou byt zapsany jako kartézské
sloupcové vektory [3]

ey =| ¢» (4.4.4)
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and

—q)
e =| por |, (4.4.5)
0
kde komplexni &sla p® and ¢ spliiuji normaliza¢ni podminku
PP 4 () = 1 (4.4.6)
V neabsorbujicich prostiedich [6]

P = cos0® cose® — jsinf®) sin €, (4.4.7a)

¢ = sinf® cose® +jcos ) sinel (4.4.7b)

kde 6¢) resp. tg ) jsou azimut resp. elipticita polarizované vlny. Odpovidajici orto-
gonalné polarizovana vina postupujici ve stejném smyslu je specifikovana azimutem
0 4+ /2 a elipticitou stejné velikosti, ale opatného znaménka —tge. Ve specidlnim
pripadé dostaneme soubor normalizovanych ortogonalnich vln polarizovanych rov-
nobézné s vektory & a ¢. K tomu staci zvolit § = 0 a /2 a soucasné tge = 0.
Volba odpovida p=1 a¢g=0

=10 (4.4.8)

el=111]. (4.4.9)

Jeden z moznych normovanych ortogonélnich souborti s pravotocivou kruhovou pola-
rizaci RCP (anglicky — right circularly polarized) a s levoto¢ivou kruhovou polarizaci
LCP (anglicky — left circularly polarized) ziskdme, kdyZ na jedné strané poloZime
0=mn/4 ae=1/4 pro RCP af =—-n/4 ae=—n/4 pro LCP na strand druhé.®

Volba potom odpovidad p = (1 —j) /2 aqg=(1+]j)/2

1—j .

s 1 14 )
el = sl It )= | (4.4.10)

0 0

1—j . 1 .

1 1 1

esi=c| -1-i|= R (4.4.11)

: 4 4

0 0 0

Abychom dostali vyjadieni pro pole pfi obecné orientaci vektoru Sifeni v roviné
dopadu = = 0 (tj. kolmé na £) pouZijeme rotaci o thel () .

6Klasifikace RCP a LCP vyzaduje jesté specifikaci smyslu vektoru $ifeni. Zména jeho smyslu
na opac¢ny transformuje RCP na LCP a naopak.
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Pro mdédy postupujici s vektorem sifeni vsf) takto dostaneme

1 0 0 p®) p(®)
e =10 cosp® sinp® ¢® | = q® cos ) |, (4.4.12)
0 —sinp® cosp® 0 —q®) sin p(®)
a podobné
—g()
el = p* cos ) | . (4.4.13)
—p(8)* gin ()

(s)

Pro vektor siteni ~
slozky mame

s opacnou orientaci (s opa¢nym znaménkem) jeho normélové

1 0 0 pl®) p(®)
egs) = [ 0 cosp® —singp® ¢ | =1 ¢Wcosp® |, (4.4.14)
0 sing®  cosp® 0 q®) sin p(®)
a podobné
—q(®*
eff) — p* cos o) | . (4.4.15)
p(s)* sin SO(S)

V neabsorbujicich prostfedich mizeme psat N, = N ) sin p®) kde N a ¢ jsou

realné veli¢iny. Pro magneticka pole vin postupujicich s vektorem siteni fyf) uzitim

rovnice (4.2.19) dostaneme

_(s)
q
b§8) — N(S) p(s) COS SO(S) , (44163)
_p(s) sin 80(8)
_p(S)*
b:gs) — N(s) _q(s) CcOS SO(S) (4416b)
q)* sin o)

a pro vlny postupujici s vektorem siteni v

(s)
q
b;s) — N(S) _p(s) CcoS (p(s) , (44160)
5 sin o)
(s)*
bis) — N(S) q(s)* COS (p(s) A (4416d)
q®)* sin )

Cislovani vlastnich hodnot vektoru sifeni je véci volby. Zde volime

B =9 = 4P (4.4.17a)
) L (4.4.17Db)
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pro vlnu postupug'ici vpred, tj. vlnu s kladnym primétem normaéalové slozky vektoru
Sifeni na osu (7”) a pro zpétnou vlnu, tj. vlnu se zdpornym primétem normélové
slozky vektoru Sifeni na osu (7&9)) Stejné cislujeme odpovidajici vlastni polarizace.
Volba specifického ¢islovani média pochopitelné ovliviiuje usporadani v dynamické
a propagacni matici a tedy i v prenosové matici.

V izotropnich neabsorbujicich prostfedich éés)-l;é-s) = 0, ég-s)-%(-s) = 0, a
~(s)

b; -vj(s) =0, pro j = 1,...,4. Odpovidajici ( tj. se stejnym j) vektory Sifeni a

Poyntingovy vektory jsou rovnobézné. Vlastni polarizace vln postupujicich ve stej-
ném smyslu lze zvolit navzajem ortogonalni. Pro vlny postupujici vpred to znamena
éﬁs)-égf)zo. Podobné pro zpétné postupujici viny méme é5”-é = 0. V obecns
anizotropnich absorbujicich prostfedich, jako jsou anizotropni absorbujici prostiedi

s magnetickym usporadanim, tyto relace jiz automaticky splnény nejsou.

Uzitim rovnic (4.3.8), mizeme dynamickou matici D® v izotropnich prostiedich
psat

D®
p(S) p(S) _q(S)* _q(S)*
B N(s)p(s) cos SO(S) _N(s)p(s) Ccos SO(S) _N(S)q(s)* Ccos SO(S) N(s)q(s)* Ccos 80(8)
- q(s) cos 80(8) q(s) Ccos 80(8) p(s)* cos 80(8) p(s)* Ccos 80(8) ’
_N(S)q(S) N(S)q(S) _N(S)p(S)* N(S)p(S)*
(4.4.18)
Pro matici k ni inverzni dostaneme
(D)
N(S)p(S)* cos 90(8) p(S)* N(S)q(S)* _q(S)* coS (p(8)
_ (8) ) (8)* (5)  _px N gls)x  g(e)* (s)
B (s) -t N cos ¢ D q q'\** cos p
= (2% cos ™) NGOG cos ¢ NEpE)  _p) cos )
_N(s)q(s) Ccos SO(S) q(s) N(s)p(s) p(s) COS SO(S)
(4.4.19)
Matice sifeni v izotropnich prostfedich bude
S 0 0
ps) 0 e 0 4490
|l o 0 & 0 ’ (4.4.20)

0 0 0 ei8Y

1/2

kde ) = (w/e) (N®? — N2)"2 o).

4.5 Odraz a prichod

Rovnice (4.3.8) a (4.3.9) pro anizotropni oblasti a rovnice (4.4.18) — (4.4.20)
pro izotropni oblasti ndm umoznuji zkonstruovat matice prenosu definované rov-
nici (4.3.10) pro n rovné jedné az (N + 1). Podle rovnice (4.3.11), sou¢in matici
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prenosu dava celkovou matici multivrstevnaté struktury M

Egr My Mip Mig My ) [ Eg
By | _ [ M2 My My My | | EG™ (45.1)
E(()%) | Mai Mz Maz My Eé@fﬂ) -
Eé‘i) My Mys Mgz My ESQ/ +1)

Rovnice (4.5.1) poskytuje hledanou informaci o elektromagnetické odezvé multivrs-
tevnaté struktury na pole vin dopadajicich z obklopujicich poloprostort. Ke zjedno-
duseni situace volime amplitudy vln dopadajicich z jednoho izotropniho poloprostoru
nulové. Zvolime napiiklad jako nulové amplitudy vin dopadajicich z poloprostoru
(M 4 1). Potom pro z > V)

N+1 N+1
ENY —EY Y =0, (4.5.2)

coz rovnici (4.5.1) zjednodusuje na

Egy My M My My \ [ EG™

EQ | | Mo My May My 0 (4523)
E(()%) | Mai Mgz Maz My Eé@fﬂ) ' o
Egi) My Mg Mgz My 0

Diky tomu miizeme jednoduseji popsat odezvu multivrstvy na pole vin dopadaji-
cich z poloprostoru 0 vypliiujiciho oblast z < 2(%) . Naopak za predpokladu, Ze ke
struktuie nepfichazeji z4dné viny z poloprostoru (0), mame pro z < z(©

EW =EY =0. (4.5.4)

Tim se rovnice (4.5.1) zjednodusi na

N+1
0 My My My M\ (Eg
Epy | _ [ Ma M My My | | Eg " (45.5)
0 Mz Msz Mz May B -
E My Mo My My B

Vratme se nyni k pfipadu popsaném rovnici (4.5.3) a predpokladejme, ze dvé
navzajem ortogonalné polarizované dopadajici viny postupuji ke struktufe z izot-
ropniho poloprostoru z < z(® (Figure 4.3). Piipomindme, Ze amplitudy téchto vin
jsou oznaceny Egi) are Eé%) a jejich vektory vlastnich polarizaci jsou v souladu s rov-
nicemi (4.4.12) a (4.4.13) dény

p©
el = q© cos © | | (4.5.6a)
—q© sin ©
—q(0+
el = PO cos o© (4.5.6b)
—p(©* gin ©©)



Y
c© vstupni poloprostor 0
| ;
e vrstval | d Jl)
e? vistva2 | d +(2)
©)] | ﬁ(3)
€ vistva3 d ‘
) L\)\ T(N)
e — d
vistva N " 1)\\ L
Y

g @D (0)

poloprostor podlozky N+1

Obr. 4.3: Prifez anizotropni multivrstevnatou strukturou tvofenou N anizotropnimi vrst-
vami charakterizovanymi tenzory permitivity e , kde n = 1,--- N . Vektory sifeni do-
padajici, odrazené a prochéazejici viny v obklopujicich izotropnich neabsorbujicich polo-
prostorech (0) a (A +1) jsou oznaceny po fadé (), v(") a4 Zde ©(©) oznacuje tihel
dopadu a ng“) oznacuje uhel lomu na vystupu ze struktury.

kde ¢ oznacuje tihel dopadu.

Predpokladame déle existenci dvou ortogonalné polarizovanych odraZengch vin
postupujicich od struktury do izotropniho poloprostoru z < z(% . Jejich amplitudy
budou Eé%) are Eé?l) a jejich vlastni polariza¢ni vektory budou v souladu s rovni-
cemi (4.4.12) a (4.4.13), vyjadfeny

O

el = ¢ cos @ |, (4.5.6¢)
49 sin ©
4O

el = % cos () (4.5.6d)
2O gin O

kde ©© oznacuje tthel dopadu rovny thlu odrazu.

Predpokladame dale existenci dvojice ortogonalné polarizovanych vin prochdze-

jicich strukturou do izotropniho poloprostoru (N 4 1) v oblasti z > z¥V) . Jejich

(NV+1) Eé/;f—i—l)

amplitudy jsou Eg, a a jejich vektory vlastnich polarizaci jsou v souladu
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s rovnicemi (4.4.12) a (4.4.13) dany

pW+D
e — gD cos VD | (4.5.7a)
_q(/\/+1) sin ¢(N+1)
—qWHD)=
eV pN+D* o5 W+ | (4.5.7b)
_p(/\/+1)* sin QP(NH)

kde oW+ oznacuje thel lomu.

Pomoci ortogonalné polarizovanych vlastnich médt dopadajicich, odrazenych a
prochazejicich vin v obklopujicich poloprostorech mizeme definovat globdlni reflexni
a transmisni koeficienty (zaddné dopadajici viny nepostupuji ke struktuie z polo-
prostoru (A + 1), ktery vypliiuje oblast z > z\))

PON+D) _ % _ Mo Mgs = MasMay , (4.5.8a)
ES o M1 M3z — M13Ms;
PON+D) _ % _ MaMgs = MygMsy , (4.5.8D)
ES B0 M1 M3z — M13Ms;
PONHD _ % _ MuMys = My Mg , (4.5.8¢)
EY EO) o M1 Ms3 — M13Ms;
PON+D) _ % _ MuMog = My My , (4.5.8d)
ES EO_ M1 M3z — M13Ms;
Y = E(%) = - , (4.5.8¢)
B EO) o M1 Ms3 — M13Ms
i = E(%) = e (4.5.5f)
ES B0 Mi1 M3z — M13Ms;
(ONFD _ Eéj:{;l) _ My, ’ (4.5.8¢)
E B0 Mi1 M3z — M13Ms,
oo (BT) o e e
EL EO) o M1 Ms3 — M13Ms;
Zjistujeme platnost vztahi
tg(i,/\/—i-l)té(;#\/'-i-l) _ té(i’NH)t%NH) _ oML i MM, (4.5.9a)
PONHD O O+, 0A741) ﬁiﬁi — ﬁiﬁi . (4.5.9b)
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Analogicky muzeme definovat globalni reflexni a transmisni koeficienty pro piipad,
kdy zadné vlny nepostupuji ke struktufe z poloprostoru (0) vypliujictho oblast
z < 20 charakterizovany rovnicemi (4.5.4) a (4.5.5)

wiro _ (EQ _ MisMsp — MypMsg 510
"2  \EWHD My Mss — MysMg, (4.5.102)
02 E(()Q[+1):0
wero _ [Eg Y _ MppMs; — My Ma 510
32 ~\ gD T My Maa — MyaMay (4.5.10b)
02 B 11M33 13M31
(N+1,0) E(()Q/H) . Mi14Mz; — Mq1 M3y 4.5.10
T34 = ™) = M Ma — Mo (4.5.10c)
Eg, E ) 1133 13M31
weno_ [ EG Y MMy — MyMsg 510
Egy BN _g 11133 13M31
02
0
t(NH’O) _ E(()z)
22 - E(N+1)
02 BN =0
Ms; (M3M3y — MsM Masz (M1oM3; — MM
~ My 21 (M13M3o 12M33) + Moz (MM 11 32),(4.5.106)
M1 M3z — My3M3,
0
t(/\/’+1,0) . Eé4)
42 - N)
E02 E(()Q[+1):0
My (M3M3y — MsM Mys (MaM3; — MM
~ Mg+ a1 (M13Ms, 12M33) + Myz (MM 11 32),(4,5,10f)
M1 M3z — My3M3;
VL) E
44 =
E(()Q[) EQ+)—g
My (M3M3y — MuM Mys (M4M3; — MM
Myt a1 (M13Msy 14M3s3) + Myz (MM, 11 34),(4.5.109;)
M1 M3z — My3M3,
fWHL,0) _ Egjzwrl))
24 = 1%
E(()4) EX+)—g
— M +M21 (Mi3Msy — My4Mss) + Mg (M14Ms; — My Msy) (4.5.10h)
= Mgy .(4.5.
M1 M3z — My3M3,
Zjistujeme, zZe plati vztah
(N+1,0), (A+1,0) (V+1,0) (N+1,0)  _ MpM3y — M4 M3y (4.5.11)

r —-r - :
12 34 14 32
M11M33 — M13M31

Reflexni resp. transmisni koeficienty definované rovnicemi (4.5.8) lze usporadat
do tvaru Jonesovy reflexni resp. transmisni matice (2 x 2). V reprezentaci vlastnich
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polarizacnich médi zvolenych v izotropnich poloprostorech (0) a (N + 1)

EO PONHD) - (ON+1) EO®
(()g) = %é./\[-i-l) T%3N+1) (()(}) (4.5.12a)
EO4 Ty 743 E03
Eéf;ﬂl) t(o N+1) t(o N+1) Egi) (4 i 12b)
Eé@fﬂ) t(o N+H1) t(o N+1) E(()%) 0.

Nejvhodnéjsi vlastni mdédy v izotropnich neabsorbujicich poloprostorech pti nenu-
lovych tihlech dopadu odpovidaji volbé p®) = 1 a ¢*) = 0 v rovnicich (4.4.7). Jedna
se 0 médy linearné polarizované kolmo resp. rovnobézné vici roviné dopadu. Pak se
reflexni a transmisni koeficienty redukuji na reflexni a transmisni koeficienty defino-
vané Yehem [1]. Poméry reflexnich resp. transmisnich koeficientti v rovnicich (4.5.8)
predstavuji komplexni elipsometrické parametry zobecnéné na multivrstvu.

Jmenovatel na pravé strané rovnic (4.5.8) a (4.5.10), je stejny a je dan vyrazem
M1 M3z — M13M3; -

Po pripadné vhodné normalizaci popisuje vliv mnohanasobnych odrazii postupu-
jicich média. Vyrazy v Citateli rovnic (4.5.8¢)—(4.5.8h) a (4.5.10e)—(4.5.10h) pro
transmisni koeficienty pak charakterizuji jednoduchy prichod vln napti¢ mul-
tivrstevnatou strukturou. Analogicky vyrazy v ¢itateli rovnic (4.5.8a)—(4.5.8d)
a (4.5.10a)—(4.5.10d) pro reflexni koeficienty charakteruzuje dvoji prichod (tam i
zpét) napfi¢ strukturou. Analyzu lze rozsirit tak, aby zahrnovala evanescentni viny.

Pro Egi) =0 a Eé%) = 0 rovnice (4.5.3) dava
0 =MyuEN ™ 4+ MBS (4.5.13a)
0 = My EY Y 4+ MasEG (4.5.13b)

Jak ukézal Yeh, podminka pro netrividlni reSeni této soustavy rovnic vyjadiend
nulovym determinantem zni

M11M33 - M13M31 - 0 . (4514)

Predstavuje disperzni vztah pro siteni vedenych vin v multivrstevnaté struktute, tzv.
vlnovodovou podminku. V souladu s okrajovymi podminkami pro vedené viny pole
E((ﬁ , E(()% , onl\[ﬂ E(NJr1 musi v nekonecnu vymizet a predstavuji tedy evane-
scentni vlny. Podminka VyJadrené rovnici (4.5.14) se vyuziva pfi navrhu planarnich
vlnovodi s anizotropnimi vrstvami.

4.6 Jednoduché rozhrani

V tomto odstavci uvazime obecny pripad rovinného rozhrani mezi izotropnim
poloprostorem a poloprostorem s obecnou anizotropii. Matice M pro jednoduché
rozhrani je dana soucinem

M = (D) DO, (4.6.1)
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kde prvky matic (D(o))_1 a DM nalezneme v rovnici (4.4.19) a v rovnicich (4.3.8).
Protoze ptredpokldadame, Ze anizotropni absorbujici prostiedi vypliiuje cely polo-
prostor, nemusime se zabyvat prochéazejicimi vlnami ani vlnami postupujicimi k
rozhrani z anizotropniho poloprostoru. Nase tivahy se tedy soustfedi jen na viny
v izotropnim poloprostoru.

Vektory sifeni 4 resp. v(") dopadajici resp. odrazené vlny jsou vazany trans-

formaci rotace o tihel (1t — 2¢y)

1 0 0
A= 0 cos(m—2p@) sin(n—2p®) | A¥ (4.6.2)
0 —sin(n—2p9) cos(n—20?)

nebo uzitim podrobnéjsiho vyjadieni

w 0 1 0 0
~N© sin () = 0 cos(n—2p0) sin(n—2p0)
¢ —cos p© 0 —sin(n—2p9) cos(n—2¢0)
w 0
x —=NO| sine® | | (4.6.3)
¢ cos ¢©
¥

Pti sikmém dopadu z izotropniho poloprostoru se nam jako nejvhodnéjsi volba
nabizeji vlastni polarizacni mody vlny polarizované kolmo a rovnobézné viici roviné
dopadu z = 0. Ziskdme je volbou p® =1 a ¢ = 0. Z rovnic (4.4.18) a (4.4.19)
zjistime, ze matice D®) a (D(s)) e zjednodusi na kvazidiagonalni s bloky (2 x 2).
Celkova matice M muze byt takto kvazidiagonalni pouze ve specialnich pripadech
anizotropnich poloprostort’ s piipadnym omezenim na orientaci roviny dopadu viici
viznaénym osam anizotropie® Celkova matice M bude oviem kvazidiagonalni, stale
pii volbé p(@ =1 a ¢(® =0, pokud je i druhy poloprostor izotropni. Avsak v obec-
nych pripadech anizotropnich poloprostort jsou mimodiagonéalni bloky (2 x 2) ne-
nulové.

"Piikladem je poloprostor s jednoosou anizotropiii, jejiz hlavni osa je orientovana kolmo k
rozhrani. Orientace roviny dopadu je pfitom libovolna.

8Piikladem je poloprostor s orthorhombickou symetrii s jednou orthorhombickou osou kolmou
na rozhrani, druhou orthorhombickou osu kolmou na rovinu dopadu a tfeti orthorhombickou osou
také rovnobéznou s rozhranim a lezici soucasné v roviné dopadu.
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Elektrickd pole dvou part linearné polarizovanych vlastnich polarizacnich médi
v izotropnim prostiedi vypliujicim poloprostor z < 29 zapiseme jako

E§°) = Egﬁ)a‘: exp [jwt - jN(O)E (ysin 0 + 2 cos go(o))} ,
c

(4.6.4a)
Ego) = E(()g)cc exp [Jwt —jN© had (y sin o — z cos gp(o))} ,

(4.6.4b)
E:(,,O) = E(O) (cos 0@ g — sin p© )exp [Jwt —jN© (y sin 0@ + 2 cos <p(0))] ,

(4.6.4c)
EEIO) = E(()(i) (cos gp( )y + sin <p( ) )exp [Jwt —JN(O) (y sin <p( ) — zcos w(o))] )

(4.6.4d)

kde tihel dopadu byl oznacen symbolem ¢(® . Odpovidajici magnetické pole ziskdme
z Maxwellovy rovnice vyjadiujici Faradaytv indukéni zakon V x E = — (0B /0t)

cBgO) = N(O)E(O) (cos <p(0)'g — sin go(o)i)

X exp [Jwt — JN( (y sin @ 4 2 cos <p(0))] : (4.6.5a)
cBéO) = N(O)E( ) (— cosap( ) — sin )2)
X exp [Jwt —jN© ud (y sin 0@ — 2 cos w(o))] : (4.6.5Db)
cBéo) = N(O)Eé% (— )exp [Jwt —jN© (y sin o + 2 cos go(o))} ,
(4.6.5¢)
chlO) = NO E 4 L exp [Jwt —iN© (y sin o® — zcos <p(0))] )
(4.6.5d)

Tim jsme ziskali informaci, kterou pouzijeme pii vypoctu skalarnich soucinti poli
¢tyt vlastnich polariza¢nich médi se dvéma kartézskymi jednotkovymi vektory rov-
nobé&znymi s rozhranim vystupujicimi v dynamické matici definované rovnici (4.3.7).
Miizeme postupovat i jinak. PouZijeme rovnice (4.4.18) a (4.4.19) pro D) a (D)) -
a dosadime p® =1 a ¢® = 0. Dostaneme

1 1 0 0
NG cos o) —NG) cos o) 0 0
(S) — ()0 (p

P 0 0 cos p®) cosp® |7 (4.6.6a)

0 0 —N®) NG

) ’ gy | NWeose —1 0 0
(D)™ = (2N cos ) ) N e L6.6b)
0 0 N(s) CcOS SO(S)

V maticovém soucinu podle rovnice (4.6.1) pouzijeme rovnici (4.6.6b) s volbou in-
dexu s = 0. Matici DO ziskdme z obecného tvaru matice D™ (s volbou indexu
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n = 1) vyjadfeného rovnici (4.3.7), jejiz prvky jsou shrnuty v rovnicich (4.3.8). Pro
prvky matice M vystupujici v reflexnich charakteristikdch odpovidajicich dopadu
vln na rozhrani z izotropniho poloprostoru dostaneme

- _ 1 _ _

My = _(D(O)) ID(I)_ 0T 5 _Dﬁ) £ (N cos @) IDS)} , (4.6.7a)
[(D©) ! L7 -1 ) -1 )

My = (D) DO, = 2 (cose®) DY F (V) D41},(4.6.7b)
- _ - 1 - _

My = _(D(O)) ID(l)_%g = 3 _D%) + (N(O) cos <p(0)) ID%)} , (4.6.7¢)
r -1 17 -1 (1 -1

Mg = |(DO) " DO], = S| (cosp?) " Dy 7 (V) DY .(4.6.7d)

T PRI L . , N e (1 .
Jiz dfive jsme ukazali, Ze normovani vektori vlastnich polariza¢nich médi eé- ) v ani-

zotropnim poloprostoru neni nutné pokud nas zajimaji pouze reflexni charakteristiky
urcené dopadajicimi a odrazenymi vlnami v izotropnim poloprostoru.

Definujeme linearné polarizovanou Jonesovu reflexni matici (2 x 2) jako vztah
mezi dopadajicimi a odrazenymi amplitudami vlastnich polarizacnich médi linedrné
polarizovanych kolmo a rovnobézné viici roviné dopadu. Jedna se o specialni pripad
rovnice (4.5.12a) pro obecnou multivrstvu redukovany na jednoduché rozhrani

B\ () (5 .
e )= o ) el
Zde Egi) resp. Egoz) predstavuji amplitudy komplexnich vlastnich polariza¢nich médi
dopadajicich resp. odrazenych vIn linedrné polarizovanych rovnobézné s osou x nasi
soustavy soufradnic, tj. kolmo viic¢i roviné dopadu. Na druhé strané E(()%) a E((ﬁ) ozna-
¢uji odpovidajici amplitudy komplexnich vlastnich polariza¢nich méd linearné po-

larizovanych v roviné yz plane, tj. rovnobézné s rovinou dopadu.

K uvazeni fazovych relaci mezi poli dopadajicich a odrazenych vin a dodrzeni
zvolenych znaménkovych konvenci je vhodné vyjadrit tyto vztahy ve vektorovém
tvaru. Zapiseme tedy amplitudy elektrickych poli odrazenych vlastnich moéda jako
funkce amplitud elektrickych poli vlastnich médu dopadajicich vztazenych k roviné
z=0

1 0 0
EV = [ 0 cos20® —sin20® | CVEO (4.6.9)
0 sin2p®  cos2p®
pro E(()%) =0,
1 0 0
EQ =] 0 cos20® —sin2p® | g0 (4.6.10)
0 sin2p®  cos2p®
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pro Egi) = 0. Nasledujici dva vztahy vyjadiuji vazbu mezi linearné polarizovanymi

vlastnimi médy.

1 0 0 1 0 0
EY = 0 cos2p(0) sin2p® 0 cospl®  sine©
0 —sin2p® cos2p©® 0 —sinp® cosp®
0 -1 0 1 0 0
x| 1 00 0 cosp® —sinp® | OVED
0 01 0 sinp®  cosp®
1 0 0 0 -1 0
= 0 cosp® —sinp® 1 00
0 sinp®  cosp® 0 01
1 0 0
x [ 0 cosp® —sine@ | OVED (4.6.11)

0 sinp®  cosp®

pro E(()%) = 0. Zacali jsme otoc¢enim dopadajiciho elektrického pole kolem osy rov-
nobézné s vektorem $iteni dopadajici vlny «; o kladny thel ©/2 ze sméru & do
roviny dopadu. V nésledujicim kroku jsme otoéili takto ziskany vektor o thel 2¢©)
ze sméru uréeném y; do smeéru vektoru sifeni odrazené vilny ~, . Alternativné mu-
Zeme pouzit transformaci, ktera sestava ze t¥i krokt. Zac¢neme rotaci dopadajiciho
pole o tihel p© . Nasleduje rotace ze sméru urceného & do sméru § kolem 2. Ve
tfetim kroku oto¢ime ziskany vektor kolem # opét o thel ©© | tj. o thel mezi jed-
notkovym vektorem Z a vektorem ~,. Takto jsme transformovali pole Eéo) lezici
v roviné dopadu na pole Ego) , s orientaci ve sméru kladného &

1 0 0 010
EY = 0 cosp® —sinp® -1 0 0
0 sinp®  cosp® 001
1 0 0
x| 0 cosp® —sinp@ | rQED, (4.6.12)

0 sinp®  cosp®

pro E((ﬁ) = 0. Zjistujeme, ze pii kolmém dopadu, kdy ¢ = 0, se dopadajici
elektricka pole transformuji na elektricka pole odrazena podle néasledujicich pravidel

rEBEY — #E (4.6.13)
ri 9EY  — 9By (4.6.13D)
rVEEy  — gEy (4.6.13¢)
rigEY — &Eg . (4.6.13d)

V klasické elipsometrii izotropnich povrchi a vrstev je konvenéné opacné znaménko
v rovnici (4.6.13b). Tato konvence plyne pfirozené z transformace duality mezi vek-
tory E (polarni vektor) a vektory B (axialni vektor neboli pseudotensor) rovinnych
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viln pfi odvozeni Fresnelovych rovnic. Tato volba prestava byt vhodna, kdyz se jedna
o anizotropni povrchy a vrstvy. Tak je tomu specidlné v piipadé, Ze vlastni pola-
rizaéni médy jsou pole kruhové polarizovand (CP). Zde naSe konvence pfirozené
popisuje zménu helicity (z pravoto¢ivé na levoto¢ivou a naopak), kterd nastava pri
kolmém dopadu: pravotociva vina (RCP — right circularly polarized) se odrazi jako
levotociva (LCP — left circularly polarized) a levotociva vlna se odrazi jako pravo-
tociva.

Magneticka pole dopadajicich a odrazenych vlastnich polariza¢nich médu vzta-
zenych k roviné z = 0 se transformuji podle vztaht

~1 0 0
BY = 0 —cos2p(0) sin20@ | VBY (4.6.14)
0 —sin2p® —cos2p®

pro By =0,

—1 0 0
BY =1 0 —cos2p(0) sin20©@ | 9VBY (4.6.15)
0 —sin2p® —cos2p®

E(O) _ 0 V b 3 1 z ~ ]. . / . /d v a v A
pro Ey;’ = 0. Vazbu mezi linedrné polarizovanymi médy ve sméru £ a ve sméru 4§
vyjadiuji vztahy

1 0 0 1 0 0
BY = 0 cos2p(0) —sin2p® 0 cosp®  sing®
0 sin2p@  cos2p® 0 —sinp® cosp®
010 1 0 0
x| -1 00 0 cosp® —sinp®@ | 0B
001 0 sinp®  cosp®
1 0 0 010
= 0 cosp® —sin® -1 0 0
0 singp®  cosp® 0 01
1 0 0
x| 0 cosp® —sinp@ | OB (4.6.16)
0 sinp®  cosp®
pro E(()%) =0 a
1 0 0 0 -1 0
BY = 0 cosp® —sinp® 1 00
0 singp®  cosp® 0 01
1 0 0
x| 0 cosp® —sinp@ | rBY (4.6.17)
0 sinp®  cosp®
pro E(()(i) =0.
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Zjistujeme, Ze p¥i kolmém dopadu, kdy ©© = 0, se magneticka pole dopadajicich
vln transformuji na odpovidajici pole vln odrazenych podle néasledujicich pravidel,
ktera jsou v souladu s rovnicemi (4.6.13)

rV 9By — —§By, (4.6.184)
—rig &Bly — &B(), (4.6.18b)
ris gBy — @B, (4.6.18¢)
—r @By — By . (4.6.18d)

Vztah mezi amplitudami kartézskych slozek x a y vektorovych poli linearné pola-
rizovanych kolmo a rovnobézné viici roviné mize byt zapsan maticové

0 01 01 0
Eég} = o )Tél | £ C(z(sn) Lo E(E)olix (4.6.19)
E04y T4 COSY © T43 E03y

0) 0) (0 0)
kde E((nm = E((n , E(()Z:v = Eoz , E(()3y - E03 cos ¥, a E04y = Eo4 cos (.

Dosazenim maticovych prvka z rovnice (4.6.7) do rovnic (4.5.8a)—(4.5.8d) zis-
kame reflexni koeficienty na rozhrani mezi izotropnim poloprostorem a poloprosto-
rem charakterizovanym obecnym tenzorem permitivity definovanym rovnici (4.2.1).
Pro vinu v izotropnim poloprostoru dopadajici na rozhrani s polarizaci elektric-
kého pole kolmo vii¢i roviné dopadu, tj. s polarizovanou vinu (z néméiny senkrecht)
dostaneme

o N© ¢cos? pOPO) 1 N©O2 o5 0 Q) — cos 0 SH) — NOTD)

(01) _  (01) _
"1 = s = N©) cos2 POPM) + N©2 cos p@ QM) + cos pOSH) 4+ NO T 1)
(4.6.20a)
20 con 0 (D) — D)
72(1011) _ T(o1)

N0) cos2 (p(o)'P(l) + N(©)2 ¢og (p(o) Q(l) + cos @(0)8(1) + N©O)7 @)

(4.6.20D)
Pro vlnu v izotropnim poloprostoru dopadajici na rozhrani s polarizaci elektrického
pole rovnobézné s rovinou dopadu, tj. p polarizovanou vlnu (z néméiny parallel)
dostaneme

01) _N(O) COS2 80(0)7)(1) _|_ N(0)2 coS 80(0) Q(l) — COS @(0)8(1) + N(O)T(l)

(1) _ (01 _
"3 T T T TNO cos2 pOPD 1+ NO2 cos 00 QM 1 cos oS 1 NOTD
(4.6.21a)
INO casg® (DD — D DY)
Tégl) _ 76(01)

N0) ¢os2 (p(o)'P(l) + N(0)2 cog (p(o) Q(l) + cos (p(O)S(l) + NOT@@)"

(4.6.21b)
kde reflexni koeficienty miizeme sefadit do linedrné polarizované Jonesovy reflexni
maticeodpovidajici definici podle rovnice (4.6.8)

£)-(5E)(8)
Ey, Tps = Tpp Eop
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Opét pripominame, ze v klasické elipsometrii se pouziva jind znaménkova konvence
6] , podle niz je kladna orientace elektrickych poli dopadajicich a odrazenych vin
polarizovanych v roviné dopadu volena tak, Ze v limité nulového thlu dopadu (tj.
pfi kolmém dopadu) jsou zvolené kladné orientace dopadajicich a odrazenych vin
navzajem opacné. Ptinasi volbé jsou kladné orientace p-polarizovanych dopadajicich
a odrazenych viln v limité nulového thlu dopadu souhlasné. V dusledku této volby
budou znaménka maticov (ych prvki zahrnujicich odrazené p-polarizované viny, tj.

01)
znaménka prvki 7“;(93 a Tpp U téchto dvou konvenci opac¢na.

Dostavame vysledek (az na spolecny faktor)

P = (DD~ DYDY (4.6.230)

o = (DY - DY) | (4.6230)

s = (DD - D). (46230

TV = (DDl - DYDY . (4.6.23d)
Oznacime

ut = (DY - DY) (46.2%)

Wil = (D@ - oY) (46280

NiZe uvadime explicitni vyjadfeni pro tyto vyrazy [8]. Obsahuji tiplnou informaci o
reflexi na rovinném rozhrani mezi izotropnim a obecné anizotropnim poloprostorem.
Mohou byt vyuzity pii odvozeni vyrazi pro specidlni ptipady. Do rovnice (4.6.23)
dosadime podle rovnice (4.3.8) za prvky matice DY) . Pii vypoétech je uziteéné si
vSimnout, ze rozdil dvou souéini prvki matice DM je antisymetricky vici zamené
N, Z(i) « N Z(:l))) . Az na nepodstatny spolecny cinitel dostavame

PO~ (e, (KON (50 4 30)

—e [ (B — N2) — W] ( N2 Né;ﬂ)

Yy zz xrz T2y

— [ (0 — N2) — e (0 + N2)] (NPNG)

—eO)N, [8) (¢ — N2) — eDel)] (N;1>+N§;,>)

(e — ) [( = ) (1) — ) — e] } (4.6.240)

o — {W, (0 - N2) (NéPNé?)
- (680 = ) [ (o - v2) = eet2) (M) + V)
+eWN, (=Y L _ N2) (4 1 _ NZ2) - (1)5(1)}} (4.6.24b)

z fEZ zZT
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2
1) Ar(1
SO = {5(1)5(1)]\@ (Nz(l)Nz(?)))

—e® [el) (% - N?) eggegm (Né >N§ >) (N§1> +NY)
) )

—N, [ (e;z—Ny) 532 2)} a£>(m NQ) eMeM] §4.6.24c)

P = - 1 () -] (V)
+eUN, [(c9 — N?) (e —Nj) eWeV] (N(l) + NG >)

Tz ZZ‘

= [ey (6 = Np) — )] (e — &) (1) — V) —epelli§.24d)

U = N (NPNG) e [ (0 - ) — e8] (N + )

+ [eay (222 = N2) = £0262,] 7 (4.6.25)

W = e (0 - ) (VYN
+egz> [(c% = N2) (e2z — N2) — eDe®] (N5 + NG?)
(1 N2 <N(1 N >
—eg;wy [0 (e = NZ) — @07 (N + NY)
— [(e® = N2) () = N2) — eWeD] [¢W (W) — N2) — D]

rz TZX Tz ~ZT

(4.6.26)

rozhrani jako soucast obecnéjsich vyrazi. Kromé dosud ziskanych prvkd matice M
se uplatni i zbyvajici, které jsou dany vyrazy

_ 1 _
My = [(D) DO, - > D & (N®coso®) " DY| | (4.6.27a)
22

Ma; = [(D(O))_lD(l)] o = % [(cos gp(o))_l Déé) F (N(O))_1 Dfé)} (4.6.27b)
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[Dﬁﬁ + (N cos p©@) " Dgzg} . (4.6.27¢)

N~ DN —

[(cos gp(o))_l Déi) F (N(O))_1 D44] (4.6.27d)

V tomto odstavci jsme ukdzali uziti Yehova formalizmu pro specialni pfipad (ro-
vinného) rozhrani mezi izotropnim poloprostorem a poloprostorem anizotropnim
charakterizovanym obecnym tensorem permitivity. Uzitecnost formalizmu nartsta
se slozitosti problému. S vyjimkou nejjednodussich struktur jsou explicitni vyrazy
pro reflexni a transmisni charakteristiky anizotropnich multivrstev netiinosné slozité
a problémy jsou prakticky zpracovatelné pouze pocitacem. Je nicméné uzitecné se-
znamit se s explicitnimi vypocty alespon matic prenosu pro vybrané anizotropni
sturktury ve vyznacnych orientacich os anizotropie. Touto cestou se mizeme také
dopracovat k jednodussim pfibliznym vyrazim.

Literatura ke kapitole 4

1]

[7]

8]

P. Yeh, “Optics of anisotropic layered media: a new 4 x 4 matrix algebra,” Surf.
Sci. 96, 41-53, 1980; Pochi Yeh, Optical Waves in Layered Media (John Wiley
& Sons, New York 1988) Chapter 9

S. Vistovsky, Optics in magnetic multilayers and nanostructures, Taylor and
Francis 2006

S. Visnovsky, “Magnetooptical ellipsometry,” Czech. J. Phys. B 36, 625650,
1986

S. Visnovsky, “Optics of magnetic multilayers,” Czech. J. Phys. 41, 663-694,
1991

M. Mansuripur, The Physical Principles of Magneto-optical Recording,
(Cambridge University Press, London, 1996)

R. M. A. Azzam, N. M. Bashara, FEllipsometry and Polarized Light (Elsevier,
Amsterdam, 1987)

W. Xu, L. T. Wood, and T. D. Godling, “Optical degeneracies in anisotropic
layered media: Treatment of singularities in 4 x 4 matrix formalism,” Phys.
Rev. B 61, 1740-1743, 2000

S. Vistiovsky, “Magnetooptical longitudinal and transverse Kerr and birefrin-
gence effect in orthorhombic crystals,” Czech. J. Phys. B 34, 969-980, 1984

115



