Kapitola 3

Abeleésova teorie izotropnich vrstev

Predmét siteni elektromagnetickych vin v dielektrickych i kovovych vrstevnatych
strukturach je v literatute rozsahle zpracovan. Zde podame piehled originalni obecné
teorie vypracované F. Abelesem [1, 2].

3.1 VlInova rovnice v nehomogennim prostredi

Uvazujme rovinnou v ¢ase harmonickou (monochromatickou) elektromagnetickou
vlnu, ktera se $ifi izotropnim vrstevnatym prostredim. Ve specialnim ptipadé miize
byt tato vina postupujici k néjakému rovinnému rozhrani dvou izotropnich prostiedi
linedrné polarizovana s elektrickym vektorem kolmym na rovinu dopadu. Ozna-
¢ujeme ji jako pricné elektrickou, TE (transverse electric wave). KdyZ je na rovinu
dopadu kolmy vektor magnetického pole viny, hovorime o vIné pricné magneticke
TM (transverse magnetic wave). Dvojice vin TE a TM je specidlnimi p¥ipadem dvo-
jice navzajem orthogonalnich lineadrnich polarizaci, jejich linearni kombinace muze
vytvorit vlnu s libovolnou obecné eliptickou polarizaci. Naopak, libovolnou elipticky
polarizovanou rovinnou vlnu mizeme rozlozit na slozky TE a slozky TM. Vlny s
polarizaci TE a TM se izotropnim vrstevnatym prostiedim $ifi navzajem nezavisle.
Okrajové podminky pro elektromagneticka pole na roviné nespojitosti mezi dvéma
izotropnimi prostfedimi jsou pro TE a TM viny také navzajem nezavislé.

Maxwellovy rovnice v linedrnim izotropnim dielektriku (bez disperse), obecné
nehomogennim (bez volnych nédboji a bez volnych proudit), budou

OH (r.t)

VXE(rt) = —p(r) == (3.1.1a)
VxH(rt) = 6(7“)%, (3.1.1b)
Vie(r)E(rt)] = 0, (3.1.1c)
Velu(r)H (rt)] = 0. (3.1.1d)



Maxwellovy rovnice pro pole vin v linedrnim izotropnim prostfedi (3.1.1) ztstavaji
invariantni vic¢i soucasné zaméné E — H, H — —FE a ¢ <> p. Tato transfor-
mace se oznacuje jako transformace dualitni. Zde E , resp. H oznacuji komplexni
vektory elektrického, resp. magnetického pole viny. Diky tomu libovolny teorém pro
TM vlny ziskame touto transformaci z odpovidajicitho teorému pro viny TE. Proto
casto postaci, kdyz se zamérime jen na jeden pripad, napt. na ptipad TE vin a TM
piipad ziskdme z dualitni transformace. Elektrickou permitivitu € () resp. magne-
tickou permeabilitu p (r) muzeme vyjadrit jako soucin relativni permitivity k. (7)
a permitivity vakua eg , resp. relativni magnetické permeability x,, (7) a magnetické
permeability vakua g

e(r) = Re(r)eo, (3.1.2a)
p(r) = EKm(r)puo. (3.1.2b)

Pfijimame model, v némz je linearni, izotropni, elektricky neutralniho prostiedi,
jehoz vlastnosti se s ¢asem neméni, nahrazeno prostorovym rozdélenim elektrickych
a magnetickych dipola

P(rt) = eolte(r)—1]E (rt) =x.(r)E(rt), (3.1.3a)
M (rit) = [km(r)—1H (ri)=xm(r)H(rt) . (3.1.3b)

Zde k. () znadi prostorové zavislou relativni elektrickou permitivitu a x,, () znaci
prostorové zavislou relativni magnetickou permeabilitu, P (7,t) je vektor hustoty
elektrickych dipélt a M (7,t) je vektor hustoty magnetickych dipdla, x. (7), resp.
Xm (7) znaéi prostorové zavislou elektrickou, resp. magnetickou susceptibilitu.

Vylou¢ime H z rovnic (3.1.1a) a (3.1.1b),
P (VxE) = ——/Vx

Vx [ (Vx E)] = ——(VXH):—a—zE/~,LL
(3.1.4)

abychom dospéli k vlnové rovnici

2
pV x [p=H(V x E)] +EM%E =0,

nebo téz
52
n(Vp ') x (Vx E)+V (V-E) — V’E+ &?M@E =0. (3.1.5)
Zde
_ \Y
w (V) = —7“ = -V (lnpy) . (3.1.6)
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Z rovnice (3.1.1c), V- (¢E) = 0, v nehomogennim prostiedi obecné neplyne V-E =
= 0. Dostavame
V-e(r)E] = 0
VeeE+¢e(V-E) = 0

V-E = —[V(lne)]-E. (3.1.7)
Vylou¢ime podle rovnice (3.1.7) vyraz V-E z vlnové rovnice (3.1.5) a pouZijeme
e(Ve ™) = —% =~V (lne) . (3.1.8)
Dostaneme
V’E — wg—;E +[V(np)] x(Vx E)+VI[E-V(ne)] = 0. (3.1.9)

To je vlnova rovnice pro vektor elektrického pole v izotropnim nehomogennim pro-
stredi.

Dualitou H — FE, E — +H | 1 <> ¢ se dostaneme k vlnové rovnici pro H

(VxH) = 0;: V x
Vx [ (Vx H)] = a(VxE:—u —H
ot ot?

(3.1.10)

Odtud po vynasobeni ¢

2
eV x [<€_1(V><H)}+,u58 H =0,

o>
nebo téz
2
(Ve ) x(VxH)+V(V-H) — V°H + ,ueaatzﬂ =0. (3.1.11)
Zde
1 Ve
e(Ve ™) = -—=-V (Ineg) . (3.1.12)

Z rovnice (3.1.1d), V- (uH) = 0, v nehomogennim prostfedi obecné neplyne V-H =
= (0. Dostavame

V-lp(r)H] = 0
VuH+p(V-H) = 0

V-H = —[V(lnpu)-H. (3.1.13)
Vylou¢ime podle rovnice (3.1.13) vyraz V-H z vlnové rovnice (3.1.11) a pouzijeme
p(Vpt) = —% = -V(npy) . (3.1.14)

dostaneme
V:H — eﬂa—;H +[V(ne) x (Vx H)+V[H-V(lny) = 0. (3.1.15)

To je kone¢ny tvar vlnové rovnice pro vektor magnetického pole v izotropnim neho-
mogennim prostredi.
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3.2 Vlnova rovnice ve vrstevnatém prostredi

Vrstevnaté prostiedi predstavuje nejjednodussi pripad prostiedi nehomogenniho.
Materialové charakteristiky se méni pouze ve sméru jediné osy, osy vrstevnatého
prostredi, kterou jsme polozili do osy z nasi kartézské soustavy soutadnic. Rovinu
dopadu, v niz lezi vektor §ifeni vlny, zvolime kolmou na &, tj. v roviné yz. Rovnice
odst. 3.1 1ze pak zjednodusit. Klademe tedy € (r) = ¢ (z) a pu(r) = p(z) . Vyjdeme z
rovnice (3.1.9). Pro TE vlny (E, # 0) jsouslozky E, a £, nulové, E, =0 a E, = 0.
Clen V [Inp (r)] x (V x E) v rovnici (3.1.9) upravime® s uvazenim u = ju(z)

1dp OF oF
vl VxE) = -tz : o) g
np(z)] x (Vx E) ,udzzx[(ay 8Z):z:

L (9B OB (0B, OB,
oz oz )Y ar T oy
1dp . OF,
= ——Z2X

wdz 0z Y
cd(Inp) O,
= —F— —. 2.1
T o (32.1)

Clen V{E-V [lne ()]} v rovnici (3.1.9) upravime s uvazenim € = &(z), V (In¢g) =

= Z— (In¢e), abychom zjistili, Ze je nulovy

dz
VU?VGH@}zV[ﬁEf%%(meﬂ::Vm):0. (3.2.2)

Vzhledem k predpokladu elektrické neutrality prostiedi vyjadfené rovnici (3.1.1c),
V-le(r)E (rit)] =0

0=V-[c(z)&E,] = & zAdZ(ZZ)EZ te(a) 5 (3.2.3)
t.
a@ﬂ%:u (3.2.4)

Slozka E, je tedy nezavisla na prostorové soutadnici x , lze ji psat jako funkci zby-
vajicich dvou soutadnic, E, (y,z) .2

Pro pole harmonicka v case s ihlovou frekvenci w je

02
55 = —w?. (3.2.5)

Vlnovou rovnici (3.1.9) pro TE polarizaci pak mizeme piepsat do tvaru

L, , P,
2 | 022

dflnp (2)] OF,

2 _
e () (2wt E, = S

(3.2.6)

1Jediny ¢len pfispivajici v TE polarizaci je podtrzen.
2Rovnice (3.2.4) potvrzuje obecnéjsi okolnost. Ze symetrie konfigurace, v niz je rozhrani kolmé
na osu z a rovina dopadu kolma na osu x plyne, ze derivace podle = jsou vSechny nulové, % =0.
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Nyni se materidlové charakteristiky € (z) a u(z) vztahuji k frekvenci w.

Zvolime harmonickou zavislost poli timérnou exp (jwt) a zapiseme Maxwellovy
rovnice pro tento ptripad

5’52 B () I, (3.2.7a)
aab;x _ aaiz — “jwu(2) H, (3.2.7b)
% _ aazx — jwp (2) H. (3.2.7¢)
a;;z _ 0;? — e (2) B, (3.2.82)
3;? _ 8@% _jwe(2) B, (3.2.8b)
% _ 8;5 _ jwe (2) E. (3.2.8¢)

Vezmeme v tvahu, ze u TE vlny je pouze slozka E, vektoru elektrického pole ne-
nulova. Dosadime do rovnic (3.2.7) a (3.2.8) £, =0 a £, =0

0= —jwu(z) H, (3.2.9a)
88% — jep(2) H, (3.2.9b)
aany — jop (=) H. (3.2.9¢)
8;;'2 - % = jwe (2) By (3.2.10a)
8;? - 8@% =0 (3.2.10b)
% _ a;;r —0 (3.2.10¢)

Podle rovnice (3.2.9a) je H, = 0. Potom podle rovnic (3.2.10b) a (3.2.10c) jsou pole
H, a H, nezavisla na soufadnici  a mizeme je podobné jako E, (y,z) vyjadrit
jako funkce pouze dvou soufadnic, tj. H, (y,2) a H, (y,2).

K feseni rovnice (3.2.6) zkusime Laplacetiv soucin

E.(y2) = Y(u)&:(2). (3.2.11)
Jeho dosazenim dostaneme

2 2
£, 52 i () () e, =

d?y d[Inp(2)] dE,
? dy? dz

dz dz

(3.2.12)
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t.

ey e
Ydy2 &, d2?

A (o) 1 de,
dz &, dz’

—e(2)p(z)w* + (3.2.13)

Clen na levé strané je funkci pouze y, zatimco ¢leny na strané pravé jsou pouze
funkei z . Rovnice (3.2.13) miize byt splnéna pouze tak, Ze se obé strany této rovnice
rovnaji stejné konstanté. Volbou — K 5 ziskdme harmonickd feSeni ve sméru osy y

—~ + KXY =0 (3.2.14a)

A28,  d[lnp(z)]dE, N
dz? dz dz

() p(z)w’ - K& = 0. (3.2.14b)

Rovnici (3.2.14b) bychom mohli zapsat alternativné jako
d d&,

—1 2 2
w(z) 5 [u (2) dz} +le@)niz)?-K]E& = 0 (3.2.15)
nebo
d2€, 1 du(z)déE, 9 2
— - K = 0. 2.1
42 (s dr de + [5 () p(z)w y} &, 0 (3.2.16)
Vezmeme v tGivahu rovnice (3.1.2)
e(z) = ke(2)eo, (3.2.17a)
w(z) = km(2) o, (3.2.17b)
a pouzijeme definici konstanty Sifeni ve vakuu
w 2n
b= — 3.2.18
0 & Avac ’ ( )

kde A.c je vlnova délka monochromatické viny o frekvenci w ve vakuu. Bude vhodné
polozit

K} = kiN;. (3.2.19)
Potom
d2
d—;;+k§Ny2y = 0 (3.2.20a)

d2gx d (ln :u) dgx 2 9
= a R (ke = Ny € = 0. (3.2.20D)

Reseni rovnice (3.2.20a) miiZzeme nyni zapsat ve tvaru®

Y = constant-exp (FjkoN,y) (3.2.21)

3Znaménka F rozlisuji dvé orientace slozky y vektoru sifeni lezici v priseéiku rovin rozhrani a
dopadu. Hornimu znaménku v rovnici (3.2.21) odpovida vlna postupujici v ¢ase ve sméru rostouci
soufadnice y .
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a pro celkové elektrické pole E, (y,z) s polarizaci TE mame
E, (y,zt) = & (2)explj(wt F koNyy)]| - (3.2.22)

Zde &, (2) je komplexni funkei z. Z rovnic (3.2.9b) a (3.2.9¢) je zfejmé, ze H, a H,
lze vyjadrit jako

H,(y,zt) = H,(2)explj(wtF koNyy)] (3.2.23a)
H.(y,2t) = H.(2)exp[j(wtF koNyy)] , (3.2.23b)

kde #H, a H. jsou rovnéz komplexni funkce z. Z rovnice (3.2.10a), tj. z rovnice

0H, 0H, ,
— = E 2.24
oy 0z M (3.224)
dostaneme
d
qukONy’Hz—% = jwek, (3.2.25)
Z rovnice (3.2.9b)
j OFE
H, — 395
wi 0z
j d&, ,
= @EGXP[J (wt F koNyy)] (3.2.26)
Avsak podle rovnice (3.2.23a)
Hy, = Hyexp[j(wtFkNyy)l, (3.2.27)
takze
j d&
= 3.2.28
Hy o e ( )
Z rovnice (3.2.9¢)
j OE,
H = -3 % 3.2.29
o Oy ( )
uzitim rovnice (3.2.22) zjistime
H, = :FkONyEx
Wit
koN, ,
= F fwyé} exp [j (wt F koNyy)] - (3.2.30)

Porovnanim tohoto vysledku s rovnici (3.2.23a) zjistujeme tméru poli £, a H,

ko,
H, = F—L¢,. (3.2.31)
Wi
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Y ~1/2
nebo s uvazenim w = ko (go/40) /

ko N, 1
Hz = + 0 y_1/2 Ex
k‘o (80#0) Hokm
12 5
= T (5—0) e (3.2.32)
Ho Km,
Z rovnice (3.2.28)
d&, .
1 —jwpH,
= —jk‘o (EO,UO)_I/2 ,U()/{mHy (3233)
kone¢né dostaneme prvni z dvojice hledanych rovnic
d, 1/2
G ik () (), (2) (3.2.34)
dz o

Uvéazime rovnici (3.2.31) a vylou¢ime #H. z rovnice (3.2.25)

d
FikoN,H. — LT jwe&,
dz
1/2
. o N, . _ dH
jko N, <%) K—igm— iko (gopt0) ' ? KegoEn = d—zy. (3.2.35)
Dostaneme konecné druhou z hledanych rovnic
dH, (2) L (20} Ny
= —jko | — e (2) — E:(2), 3.2.36
dz Jro Lo K (Z) Ko (Z) (Z) ( )

Ziskali jsme tedy dvojici vazanych obycejnych diferencialnich rovnic prvniho fadu
pro funkce &, (2) a H, (2)

dé’é Z(z) " (5_2)1/ e () Hy (2) (3.2.37a)

Vylou¢ime nejprve H, (2) a potom &, (z), abychom dospéli ke dvojici oby¢ejnych
diferencialnich rovnic druhého fadu obsahujicich bud jen &, (), nebo jen H, (2). K
tomuto cili derivujeme podle z rovnici (3.2.37a) a uvazime rovnici (3.2.37b)

d2¢, (A, (o ki,
dz2 ko (E) T ko (E) dz y
1/2 1/2 N2
= —jko (@) Fom [—jko (5—0) <ne - —y) sm]
€0 Ho Km
1/2 . ~1/2
. Ho dK'm J Ho dg:c
—jko | — — — . 3.2.38
JHo (Eo) dz [k’ol{m <€0) dZ] ( )



Odtud dostavame opét rovnici (3.2.20b)

d?&, () d d&, (2)
-2 dz [ fom (2) dz

+ kg [Ke (2) fim (2) — N;] E:(2) = (3.2.39)

Vysledkem je obycejna linedrni homogenni (bez pravé strany) diferencidlni rovnice
druhého Fadu obsahujici pouze &, (2) . Podobné ziskdme pomoci rovnic (3.2.37) oby-
¢ejnou linearni homogenni (bez pravé strany) diferencialni rovnici druhého fadu pro

Hy
d*H, g0\ N2\ dE,  |dre  (N,\?dk
— ik <o e__y T e vy Uhm ;
dz? o (,uo) (FL Hm) dz - dz i (Fam) dz £
1/2 N2 1/2
) (D) )
Ho Km €o

dee (N, dr | [ ks N2\ d

Te (Zp) SEmp (L (A po— ) Pl Lo 40
dz Km dz ko \ &g Km dz

Dostévame

+

(3.2.41)

To je rovnice obsahujici pouze H, (z). ZapiSme obé diferencialni rovnice druhého
fadu pro TE pripad spolecné jako konecny vysledek
&, (z) d d&, (2)
— — [lnx,,
dz? dz [ o (2)] dz

+ kg [Fe (2) ki (2) = N7 €2 (2) = 0,

O Ll - 2] D g 0 - NI = 0,

(3.2.42D)

Ve specialnim pripadé, kdy je magneticka permeabilita x,, nezavisla na soutradnicich,
rovnice (3.2.42a) se zjednodusi na

2
[%Hﬁ%%m%e (2)] E:(2) = kNjE: (2) (3.2.43)

a dostava tvar formalné odpovidajici jednorozmérné Schroedingerové rovnici pro
vlnovou funkci ¢ (z) ¢astice o hmotnosti m a o energii F s potencidlem V(z) ne-
zavislym na case

{%-%Wz)} V() =~ B (). (3.2.44)
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Ptipad TM dostaneme z duality E — H, H — —FE, € <y,

H,(y,2) = H,(2)explj(wtF koNyy)] (3.2.45a)
Fy(52) = & (2)expli(wt F koNyy) (3.2.451)
E.(y,z2) = & (2)explj(wtF koNyy) - (3.2.45¢)

K rovnicim (3.2.37) jsou dudlni rovnice platné pro polarizaci TM

dﬁgz(Z) = ko (%)1/2'%(2)5@, (2) . (3.2.46a)
dgéz(z) — ko (/;_3)”2 {Km(z)—;\fi )]’Hx(z). (3.2.46D)

Konstanta N, , ktera charakterizuje Sifeni elektromagnetické vlny, je v izotropnich
prostfedich nezavisla na polarizaci a nemusime ji tedy rozliSovat pro TE a TM
polarizaci. Funkce &, a H, jsou vazany vztahem analogickym rovnici (3.2.31)

g, — pholuy, (3.2.47)
we

Funkce H, (z) a &, (%) spliuji nasledujici diferencialni rovnice plynouci dualitou z
rovnic (3.2.42)

EPH, () d A, (2)

——1
dz? dz [In e (2)] dz

+ k§ [Ke (2) B (2) = N7 Hy (2

Jak ocekavame z analogie s piipadem TE, funkce H, (2), &, (2) a &, (z) jsou rovnéz
komplexni funkce z . Slozka vektoru sifeni kolméa na osu z a lezici v roviné dopadu
pro jednu ze dvou moznych navzajem antiparalelnich orientaci je nezavisla na z.

Rovnice (3.2.21) pravi, ze slozka vektoru Sifeni ve vrstevnatém prostiedi kolma
na osu vrstevnatého prosttredi je invariant, tj. pro vSechna z lezi v roviné dopadu, ne-
meéni velikost ani znaménko. V nasi volbé roviny dopadu a osy vrstevnatého prostiedi
charakterizovaném obecné komplexnimi k. (z) a K, (z) to znamena, Ze nezéavisle na
z zustava slozka vektoru sifeni rovnobézna s § konstantni

gNy = constant . (3.2.49)
c

V prostiedich, kde k. (z) a kK, (z) jsou redlné funkce z, muze byt thel § mezi
vektorem §ifeni a osou vrstevnatého prostiedi redlny, takZe miizeme psat?

4Pro jednoduchost fedpokladdme, Ze nikde ve vrstevnaté struktuie nedochdzi k prekrodeni
kritického thlu dopadu a k tiplnému odrazu.
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koN, = kolke (2) fim (2)]/*sinf (z) . (3.2.50)

Pro vrstevnaté prostiedi charakterizovana redlnymi k. (z) a Kk, (2) plyne z rovnice
(3.2.49) zobecnéni Snellova zékona

N, = [ke(2) km (2)]?sin6 () = constant . (3.2.51)

3.3 Charakteristicka matice vrstevnatého
prostiredi

Reseni diferencidlnich rovnic, ktera jsme pravé odvodili, specifikovana vhodnymi
okrajovymi podminkami a rtizné teorémy pro vrstevnata prostiedi se nejlépe vy-
jadfuji pomoci matic. Funkce £, a #H, pro TE (resp. H, a &, pro TM) spliluji
linearni diferencidlni rovnice druhého fadu, rovnice (3.2.42) pro TE [resp. rovnice
(3.2.48) pro TM] z odst. 3.2. Jejich Teseni £, a H, (resp. H, a &,) tvoii linedrni
kombinace dvou partikuldrnich fegeni, kterd oznacime D&, UDE, a Dy,  TDY,
pro TE (resp. DH,, UDH, a D, UDE, pro TM). Piedpokldadime, Ze vSechna
partikularni feseni predstavuji funkce se spojitymi derivacemi.

3.3.1 TE pripad

Vysetiime nejprve TE pifpad. Reseni rovnic (3.2.42) miizeme zapsat

E.(2) = Dg (2)+ Ueg, (2) (3.3.1a)
H,(z) = DR, (z)+ "IN, (2). (3.3.1b)

Regenf D€, a UDE, jsou linearné nezavisla. Rovnez feseni H, a UDH, jsou line-
arné nezavisla. Jejich Wronskiany

D, (2) UDEg, (2)
dDE, () dUDE, (2) | #0 (3.3.2)
dz dz
resp.
WH, () UDH,(2)
dDH, (2) dUDH, (z) | #0 (3.3.3)
dz dz

musi byt proto nenulové na néjakém intervalu [a,b] (@ < b) proménné z .
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Na druhé strané tyto dvojice partikularnich feseni rovnic druhého rfadu nejsou
navzajem nezavislé.® Jsou vazany diferencidlnimi rovnicemi prvniho fadu (3.2.37)

LD — () e o, (3:3.40)
% - <’;—;’)1/me(2) (D3, (2) (3.3.4b)
% — (%)1/2 {me(z)—mm é’z)} (g, (z) . (3.3.4d)

Diky jim mtzeme oba Wronskidny vyjadrit ve tvaru

' Ne, () UDE, (2)

D3, (z) D3, (2) ‘ #0. (3.3.5)

Ukéazeme, ze tento Wronskian je nezavisly na z. Rovnici v prvnim fadku (3.3.4a)
vynasobime D, (2), rovnici v druhém fadku (3.3.4b) vyndsobime H, (2) a
vysledky navzajem odecteme. Prava strana rozdilu rovnic bude nulova

I 11
(11 d Dg, (D dUbg,

Yo dz Yo dz

=0. (3.3.6)

Rovnici ve tietim fadku (3.3.4a) vynasobime (D&, (), rovnici v druhém fadku
(3.3.4b) vynasobime ()&, (z) a vysledky navzajem odecteme. Prava strana rozdilu
rovnic bude opét nulova

ang 1Oy e dUH,
Yo dz odz
Rovnice (3.3.6) a (3.3.7) se¢teme

—0. (3.3.7)

I 17 I 17
gy L g, 4 g dDHy oy dTUH,

Yo dz Yodz Y odz SET =0, (3:38)
tj.
% (De, Wy, — Uhg, Dy ) =0. (3.3.9)
Jinymi slovy determinant
() (1)
TED (2) = £ (2) £a(2) 1 _ constant (3.3.10)

(I)Hy (2) (H)Hy (2)

obsahujici dvojice partikularnich feseni pro TE polarizaci je nezavisly na z.

®Dvojice obyéejnych diferencialnich rovnic druhého ¥adu (3.2.42) byla ziskéana diferencialnimi
operacemi z rovnic prvniho fadu (3.2.37). Uzitim diferencidlnich operaci mize dojit ke ztraté
informace a je proto nutno ovérit, zda feseni diferencidlnich rovnic druhého fadu splnuji také
vychozi rovnice prvniho fadu.
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3.3.2 TM pripad

Nyni se zabyvejme TM piipadem. Postup je stejny jako v piipadé TE. ReSeni
rovnic (3.2.48) mizeme zapsat

H,(2) = DU, (2)+ UDH,(2), (3.3.11a)
g, (z) = Vg (z)+ e, (2) . (3.3.11b)

Reseni DH, a UDH, jsou linedrné nezavisla. Rovnéz feseni ! )5y a ! )5y jsou line-

arné nezavisla. Z toho plyne, ze jejich Wronskiany

Dy, (2) Dy (2)
dDH, (z) dYDH,(z) | #0 (3.3.12)
dz dz
resp.
We, () UDE, (2)
dDeg, (z)  dUDE, () | #0 (3.3.13)
dz dz

jsou nenulové na néjakém intervalu [a,b] (a < b) proménné z .

Tyto dvojice partikularnich feSeni rovnic druhého fadu nejsou navzajem neza-
vislé. Jsou vazany diferencialnimi rovnicemi prvniho fadu (3.2.46)

% — ko (%)Uzme(z) g, (2) (3.3.14a)
% — ko (%)Uzme(z) UDg, (2) (3.3.14b)
% . (g_s)l/z {Km (z)_ﬂiyz )} D, (2)  (3.3.14c)
% — ik (g_s)l/z {Km (z)_%(yz)] (D34, (z) . (3.3.14d)

Diky jim muzeme oba Wronskiany vyjadrit ve tvaru
(3)7;: ((;) (ZI?)?: ((ZZ)) £0. (3.3.15)

Ukézeme, ze tento Wronskian je nezavisly na z . Rovnici v prvnim fadku (3.3.14a)
vynasobime (1&, (z) a rovnici v druhém fadku (3.3.14b) vyndsobime (D€, (z) a
vysledky navzajem odecteme. Prava strana rozdilu rovnic bude nulova

I 1
ang 4 He (o dUIH,

Yodz Yo dz
Rovnici ve tietim fadku (3.3.14a) vynasobime ‘D7, (z) a rovnici v druhém fadku
(3.3.14b) vynasobime ), (z) a vysledky navzajem odecteme. Prava strana rozdilu
rovnic bude opét nulova

(g AV 1y, AU,
Y odz odz
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=0.

(3.3.17)



Rovnice (3.3.16) a (3.3.17) secteme

d 4Dy

d g, (D d Uhg,

d OH
(11) r () z oy o(ng 478 _ 31
&y dz &y dz * e dz Todz 0, (3.3.18)
tj.
d
3 Ny, e, — Uy, De) =0. (3.3.19)
Jinymi slovy determinant
() )
™MD (2) = o (2) &y (2) | _ constant (3.3.20)

RERORZIAC

obsahujici dvojice partikularnich feseni pro TM polarizaci je nezavisly na z .

3.4 Homogenni vrstva

3.4.1 Reélné materiilové parametry <™ a p™

Vysetiime nejprve homogenni vrstvu charakterizovanou redlnymi materidlovymi
parametry €™ a ;™ . Uvnit¥ takové homogenni vrstvy (n) ohranicené rovinami
2 =200 a 2 =2 tj. vintervalu 2" Y 2z 2" jsou materidlové parametry (™
a u™ redlné a nezavislé na soufadnici z. Pro homogenni vrstvu (n) ma vyznam
definice jeji tloustky d™ . Ta je dana vztahem

d™ = ) _ (=) (3.4.1)

Necht ™ oznacuje tthel mezi vektorem &ifeni rovinné monochromatické vlny ve
vrstvé a normalou k ose multivrstvy, kterou jsme polozili do osy z. V homogennim
izotropnim prostiedi dielektrické vrstvy miizeme definovat realny index lomu

n™ = (/ié”)/iﬁg))lp : (3.4.2)
Potom podle rovnice (3.2.50)
N, = n™sging™. (3.4.3)

Pro TE vlnu dostaneme z rovnice (3.2.42)

azel™ (z)

P + (kgn™2 cos? 9™) EM (z) = 0. (3.4.4a)
1" (2)
—L =2+ (kg2 cos? ) ”H;") (2) = 0. (3.4.4Db)

dz?

Rovnice maji stejnou strukturu. Jejich dveé linearné nezavisla feseni mohou byt proto
zvolena pro obé rovnice stejna. Linearni kombinace téchto dvou feseni tvotici obecné
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feSeni rovnic (3.4.4) bez pravé strany musi byt v souladu s vazanymi rovnicemi
prvniho Fadu (3.2.37). ReSeni téchto rovnic spliiujici dvojici vazanych diferencialnich
rovnice prvniho fadu (3.2.37) mizeme zapsat ve tvaru

EM(z) = A" cos [kon™ (2 — 2"D) cos 0] + B™ sin [kon™ (2 — 2"V cos 8] |

(3.4.5a)
”H;”) (2) = j ( 0 e(n)> cos 6™
HoKm
X {B(") cos [k:on(") (z — z("_l)) cos 6’(")} — A™ gin [k:on(") (z — z("_l)) cos 6’(")} } .
(3.4.5b)
Konstanty A™ a B™ jsme zvolili tak, aby v roviné z = 2(»~1 platilo
M () = AW, (3.4.6a)
7—[?5”) (z("_l)) = ] ( 0 ?m) cos ™ B (3.4.6b)
HoKm
neboli
AW = g (DY (3.4.70)
j o\
B™ = — i H (2D 3.4.7b
cos 6™ <50,{én)> Y (Z ) ( )
Partikularni feseni vyjadiime takto podle rovnic (3.3.1)
& (2) = D (2)+ e, (2),
H,(2) = OH, () + D, (2)
s ohledem na podminky vyjadfené rovnicemi (3.2.37) a (3.3.4 ) takto
)\ /2
(D g (n-1)y _ ] Hokm 1™ (=D gin [kon™ (n-1) o)
(2 — =z ) = Ry 0 (= ) sin [kon'™ (z — 2 ) cos 8™
(3.4.9a)
(I)Hén) (z—27Y) = ’H;") (20" cos [kon™ (z — 2"7) cos 6™] |
(3.4.9b)
(g (z— z("_l)) = &g (z(”_l)) cos [k:on(") (z— z("_l)) cos 6’(")} ,
(3.4.9¢)
o™ 2
DM (2 — 27D) = —jeos o™ (MOF;”)> EM (207V) sin [kon™ (2 — 2"7V) cos 6]
0fvm
(3.4.9d)
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Do rovnic (3.4.5) dosadime za konstanty A™ a B™ podle rovnic (3.4.7),

= &M (z("_l)) coS [kon(") (z — z(”_l)) cos 9(”)}

j (n) 1/2
—H?(J") (z("_l)) <,u ) sin [kon(") (z — z("_l)) cos 9(")} ,

cos 0 \ g(n)
(3.4.10a)
HOY (2
s\ /2
= &M (z("_l)) jcos §™ (W) sin [l{;on(”) (z — z("_l)) cos 9(")]
+”HZ(/") (z("_l)) cos [k:on(") (z — z("_l)) cos 9(")} .
(3.4.10b)

Vztahy mezi vektory pole v rovinach z = ("9 a z = 2(") ve vzajemné vzdalenosti
d™ a tedy vymezujicich vrstvu n zapiSeme v maticovém tvaru

£ ()
7-[?(,") (z("))

~cos @™ \ e

(n)

&En) (Z(n—l))
X
7—[@(,") (Z(n—l))

Ke kaskddnimu usporadani vrstev do multivrstvy je vyhodnéjsi obracené relace

(n) n—1 (n) n
) e TN (B 0 I
H, (z( )) H, (z( ))
Matice T8S (d™) je charakteristickd matice homogenni vrstvy tloustky d™ pro TE
polarizaci. Vaze te¢né slozky vektort poli ve vrstvé tésné (infinitesimalné blizko)
u predniho rozhrani z = 21 s teénymi slozkami vektori poli tésné u zadniho
rozhrani z = 2(" . Ziskdme ji jako matici inverzni k matici 2 x 2 vystupujici v rovnici

(3.4.11)

TEg(n) (d("))

(n)

cos 0\ 2

(n)

,uonﬁ,ff )
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1/2
—jcos 6™ <E( )> sin (kon™d™ cos ™) cos (kon(™d™ cos 6™)
M n

1/2
jcos ™) ( cofte ) sin (kon™d™ cos ™) cos (kon™d™ cos ™)

. (n) 1/2
cos (k:on(”)d(”) cos 9(")) ] <,u ) sin (kon(")d(") cos 9("))

(3.4.11)

. ) 1/2
cos (kon(")d(") cos 9(")) L (uo m ) sin (kon(")d(") cos 9(”))

(3.4.13)



Jeji determinant je roven jedné.

Charakteristickou matici homogenni vrstvy pro TM polarizaci dostaneme
z dualitni transformace (jeji determinant je rovnéz roven jedné), tj. zaménou

fok) < egrl”)

cos (kon™d™ cos A . 12
_ ((n) 1/2 ) J ( ) ( Eoke ) Sin (kon(n)d(n) cos e(n))
= jcos Hn) (MOK'm ) sin (kon(")d(") COS 9(")) cos 00\ figkm

é?ofign) cos (l{;on(")d(") cos 9("))

(3.4.14)

Tomu odpovida zdména poli vazanych dualitou &, — H, a H, — =&,
H, (2N g gy (M (B7)
(e ) = s (g )

Uplnou charakteristickou matici vrstvy o rozméru 4 x 4 muzeme zapsat

TEG ( ()
S(d™) = ( S(()d ) TMS(()d(n)) ), (3.4.16)

kde nediagonalni bloky 2 x 2 tvofi nulové matice 0. Charakteristicka matice ho-
mogenni vrstvy je nezavisla na soufadnici z. Individualni vrstvy pak mizeme v
libovolném poradi sestavit do kaskad (multivrstev). Rovnice (3.4.12) a (3.4.15) mu-
Zeme vyjadrit jedinou

(3.4.15)

£, (200) e, (=)
H, (20D TES (d™ 0 H, (2™
Hz Ez(n—l)g = ( (() ) ™g () ) Hz Ez(n)g (3.4.17)
&, (20-0) £, ()
Matice (3.4.13) a (3.4.14) lze diagonalizovat
TEG() (4(m) = cos 3" i (Y™ cos 9("))_1 sin (™
j (Y(") cos 9(")) sin 8™ cos 3™

B 1 1 exp (Jﬁ(" ) 0
N Y™ cos @™ —Y ™ cos ) 0 exp (—jB™)

n) (n)
X (2Y(") cosG(")) < Y™ cosd ]( >1Sa

Y™ cos )
™G () = cos 3™ i (2™ cos 0™ sin )
—\j (2™ cos ™) sin g cos B

- 1 1 exp (jB™) 0
N ZM cos 0™ —Z) cos 6™ 0 exp (—js™)
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v/

) () 1/2
Z = (y) = <%) (3.4.19a)
BM = ko™ d® cos o™ | (3.4.19b)

Zjistujeme, Ze matice vystupujici na pravych stranach téchto rovnic a nezéavislé na
tloustce vrstvy d™ (zahrnuté v parametru 5) splituji

(Y™ cos 60
(2 cos ) ( o) con® (3_-141'2>a

1 1 -
Y™ cog ™ —Y ™) cogH) N

n

n )y —1 ) cos §™)
(2Z( ) cos ¢ )) ( (M) cos 0™ 341 }

Z jejich nezavislosti na d™ usuzujeme ze charakterlzujl levé resp. pravé rozhrani
vrstvy. Oznacime 5 , Tesp. g™ 4 H+ , Tesp. H™ elektrickd pole (s polarizaci
TE) a magneticka pole (s polarizaci TM) vln postupujicich homogenni vrstvou (n) s
kladnou, resp. zapornou orientaci z-slozky vektoru siteni. Maticim charakterizujicim
rozhrani mizeme prisoudit vyznam nésledujicimi vztahy platnymi na rozhrani z =
= 2(»=1) Pro TE piipad

&E") (Z(n—l)) 1 1 g™ (Z(n—l)
( 1 (20-0) ) ( Y™ cos ™ —y ™) cos ) ) 5@) (,z("—l);(g' 21a)
a pro TM pripad
(n) (. (n—1) (n) [, (n—1)
Hm(n>(z _1) = ( ) g ) ) (n)) e (= _{fA4p1b
—& (z(" )) Z\" cos —Z" cos 0 H" (z(" )
Podobné na rozhrani z = z(™
£ (5m) D Y eosg® 1 [ E™ (s
( gJ(r") (z(")) ) = (ZY( ) cos 0! )) < V) cos ™ —1 ) ( ,H?(Jn) ((z(’(‘%A' 2a)
. (n) (n) —1 Z( )COSG( ) 1 T (Z )
) = (227 cost™) ( Z00cos0® -1 )\ _gt (A1)

Vysetiime jednoduché rozhrani dvou prostiedi (n — 1) a (n) situované v roviné
2z = 2= 7 rovnosti teénych slozek poli

1 1 -
7 cog 0™ — 71 cogH) N

g(n 1) ( n— 1)) 5;”) (Z(n—l))

(n D (.(n—1) 7—[(") 5(n=1)

(n 1) E (n— 1)% = zn) Ez(n_l)g ) (3423)
5( 1) ( (n— 1)) _&Sn) (Z(n—l))

44



dostaneme pro TE ptipad

g—(i_n—l) (Z(n_l)) . (n—1) (n—1) -1 Y(n—l) COS e(n—l) 1
( gn=1) (2(-D) = (V" Veosf") Yy (=1 cogg(n-1  _q

" 1 1 EM (zn-1)
Y™ cos ™ —Y ™) cos ) e (z(n—l))

= (QY("_l) cos 6’("_1)) -

y Y (=1 o591 L Y1) o5 Y (1=1) oo 9(n=1) Y (1) cog 9
Y1) cos (1) — Y () o509 Y (1) cog9(n=1) 1 Y (1) cog ()

£ o)
| b oy )
a pro TM pripad
H (D) . -1 [ Z D cos D 1
<,}_[?_;L—1) Ez(n_1)§) = (22" cost" ) (Z(”—l)cose(”—l) _1)

y 1 1 H (20D)
ZM cos ™) — 7 cos O 2™ (201)

= (2Z("_1) cos 9("_1)) -

(3.4.24a)

Z0=1 cos 0D — 72 cos ) Z(=1) cos 1) 4 Z(7) cos )

" ( Z0=1) cog =) 4 Z(0) cog§)  Z(n=1) cog9(n=1) — Z7(1n) cog H(7) )

()
) (z0v) |
Definujeme reflexni a transmisni koeficienty pro nase jednoduché rozhrani v roviné
z = 2=V Pro TE vlnu dopadajici z prosttedi (n— 1) reflexni koeficient definujeme

(n—1,n) E"Sn_l)
't ’ = m s (3425&)
€+ 8(7”):0
transmisni koeficient definujeme
1 g(n)
gt = [ﬁ] , (3.4.25b)
&y ™=

Pro TE vlnu dopadajici z prostiedi (n) reflexni koeficient definujeme

1 5(”)
ey D o= D , (3.4.25¢)
5_ ginfl) -0
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transmisni koeficient definujeme

Dosazenim podle rovnice (3.4.24a) mame nejprve pro TE vinu dopadajici z pro-
sttedi (n — 1)

gl () = (2" Y cos 9(”_1))_1 (Y cos 01 + Y cos 9™) gl (20
(3.4.26a)

gln (z("_l)) = (2Y("_1) cos 9(”_1))_1 (Y("_l) cos 0 — Y™ cos 9(")) &(r") (z("_l)) .
(3.4.26b)

Odtud s uvazenim rovnic (3.4.25a) a (3.4.25b)

(n-1n) Y (=1 cos = — Y () cos 9

'TE o Y(n_l) cos e(n—l) + Y(n) cos e(n) 9 (3427&)

2Y (=1 cog p(n—1)
(n—1,m)
e Y1) cos ln-1) + Y™ coghm) - (3427b)

Pro TE vlnu dopadajici z prostiedi (n)

-1

0 = (2Y("_1) cos 9("_1))
X [(Y("_l) cos 0" + Y™ cos 9™) gl (z1)
+ (Y eos 0D — Y cos g) AR (z("_l))}
(3.4.28a)
g (z("_l)) = 2V Y cos 9("_1))_1
X [(Y Y eos Y — Y cos o) gl (20
(

+ (Y D cos g 4y COSG(")) g (z(”—l))} _

(3.4.28b)
Reflexni koeficient definovany rovnici (3.4.25¢) plyne z rovnice (3.4.28a)
B YV =1) o5 §=D _ (1) cog 9
plnn=b) . kA (3.4.292)
Y (=1 cos (=1 4+ Y () cos )
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K vypoc¢tu transmisniho koeficientu definovaného rovnici (3.4.25d) vylouc¢ime
gl (2("=Y) z rovnice (3.4.28b) pomoci rovnice (3.4.28a)

£ (-
g&n) (z(n=1)

= (2Y("_1) cos 9("_1)) -

Y (=1 cog (1) — Yy (1) o5 6(m)

_ (vi(n—1) (n—1) _ y(n) (n)
x | — (YY) cos Y cos ™) Y (n=1) cos §(n=1) 1 Y () cog H(n)

+ (Y("_l) cos ™) £+ Y™ cos 9("))}
(Y("_l) cos 01 4 Y () cos 9("))2 — (Y("_l) cos 1) — Y () cog 9("))2

(2Y (n=1) cos O(n=1)) (Y ("=1) cos (1) + Y () cos (™))
4Y (=D cos =Dy () cos ()
(2Y (=1 cos (n=1) (Y (»=1) cog f(n=1) + Y (") cos H(™))

a odtud

2Y () cog ()
Y (n=1) cos (n=1) 4 Y () cos fh(n)

¢l (3.4.29b)

Pro magnetické pole TM viny dopadajici z prostiedi (n — 1) uzitim dualitni trans-
formace rovnic (3.4.25a), (3.4.25b), (3.4.27a) a (3.4.27b) mame

[V ] 701 cos =D — 7 cos ) (3.4.30a)
- — 4.30a
HS{L—I) RS Z(n=1) cos 0(n=1) + Z(n) cog f(n) ’

[ 74— 1)] B 27(=1) cog (1) (3.4.30b)
WO | 0 20 cos 00D £ 20 cos 0 -

. 'V pfipadé magnetického pole TM vlny dopadajici z prostiedi (n) dostaneme po-
dobné uzitim dualitni transformace rovnic (3.4.25¢), (3.4.25d), (3.4.29a) a (3.4.29b)

_Hsrn) _ _Z("_l) cos 01 — 7 cos g (3.4.31a)
5™ R Z=1) cos §(n=1) 4 Z(n) cos () o
L (=)
s B 27 cos 6") (3.431b)
2™ R — Z0=D cos 1) + Z() cos ) o
L (=)

Nyni je nutno poméry amplitud magnetickych poli vyjadfit pomoci elektrickyjch
poli. K tomu vyuzijeme Maxwellovy rovnice pro rovinné monochromatické viny v
izotropnich linearnich prostiedich

vxE = ZH, (3.4.32a)
vxZH = —E, (3.4.32b)
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kde jednotkovy vektor v ma orientaci vektoru Sifeni dopadajici (i), odrazené (r),
nebo prochéazejici (t) viny

A = Gsin# + £ cos 09 (3.4.33a)

A" = gsinb — £ cos W | (3.4.33b)

A = gsinf 4 2cosh . (3.4.33¢)

Oznacime ZVHY) = &) = 700y = g™V | Zz-0y() = Zin-1gy =D -
=&V 2 2D = 200n ) =

ED = 70D cos 9@ — —£l" Y cos 4 (3.4.34a)

D =z gin g = g0V gin 4O (3.4.34b)

EZST) —Z DU cos 91 = " cos g (3.4.34c)

ED = Z=VHD 5ing® = £V 5in g (3.4.34d)

gn —ZWHO cos 8D = —£M™ cos 4V (3.4.34e)

D = ZWHDsing® = £ sin g (3.4.34f)

3.4.2 Komplexni materidlové parametry ¢ a ;"

Postup uvedeny v predeslém odstavci lze rozsirit na homogenni vrstvy charakte-
rizované komplexnimi materiadlovymi parametry €™ a ;™ . Problém realnych £
a 1™ je pak zahrnut jako specialni pfipad. Rovnici (3.4.2) nutno zobecnit. Regenim
vlnové rovnice v (nekonecné rozlehlém) prostiedi charakterizovaném komplexnimi
™ a 1™ jsou opét rovinné vlny jako v piipadé redlnych ™ a p . Jejich sifeni
nyni charakterizuje komplexni index lomu N

N = (52 (3.4.35)
Naptiklad pro elektrické pole TE vlny v nasi konfiguraci
B, = Eyexp {i [wt = = (Nyy + N02) | | (3.4.36)
c
kde
N2 4+ N = N®2, (3.4.37)
Pouzijeme struény zapis podle rovnic (3.4.19) zobecnény na komplexni parametry
1 MO
Zn) _ (Y(n)) = <€(n)> (3.4.38a)
BT = kN dM™ (3.4.38b)

Pro TE vlnu dostaneme z rovnice (3.2.42) uzitim rovnic (3.4.35) a (3.4.37) zobecnéni
rovnic (3.4.4)

2
%Z()qu]v(n g(n) () = 0. (3.4.39a)
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d2fH(") (Z " "
#) + kNI 1 () = 0. (3.4.39b)

Reseni téchto rovnic splitujici dvojici vazanych diferencidlnich rovnice prvniho fadu
(3.2.37) zapiSeme jako zobecnéni rovnic (3.4.4)

EM(2) = A™cos [keN™ (2 — 2")] + B™sin [keN™ (2 — 27D)]

(3.4.40a)
1/2 Nz(n)
e =)
X {B(”) Ccos [l{;oNZE”) (= — z("_l))} — A sin [l{;oNZE”) (z — z("_l))}} :
(3.4.40b)

Analogicky jako v rovnici (3.4.6) zvolime konstanty A™ a B™ tak, aby v roviné
2z = 2"~ bylo splnéno

£ (z7D) = A0 (3.4.41a)
HO (s = j<%)1/2 %BW (3.4.41b)
neboli
A = g (40D (3.4.42a)
B™ — _j <@)1/2 i HIW (2D (3.4.42D)
€0 NMm

Partikularni feseni dostavaji tvar

12 (n)
e (= 27Y) = (E) Y () s [N (<= )]
0 z
(3.4.43a)
(1)7-[?5") (= — z("_l)) = ’H?(J") (z("_l)) cos [/{;ONZ(") (= — z("_l))} ,
(3.4.43b)
(D gn) (2 — z("_l)) = g (z("_l)) cos [kosz") (2 — z("_l))} ,
(3.4.43c¢)
1/2 7r(n)
g0 (e = 200) = = ()R el (s [ (2 = 20)]
Ho Km

(3.4.43d)
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ktery je zobecnénim rovnic (3.4.9). Do rovnic (3.4.40) dosadime za konstanty A
a B™ podle rovnic (3.4.42),
= &n (z("_l)) cos [kONZ(") (= — z(”_l))]

fiﬁg) o 12
=] 7-[?5”) (2 (6—) sin [koN™ (z — 2"D)]
0

N
(3.4.44a)
HOY (2
N 7o\ V2
oy () <_) sin [k N (= — 1) cos 6]
Km’” \HO
+ 7-[?5”) (z(”_l)) cos [kosz”) (= — z("_l)) cos 9(")] .

(3.4.44b)

Vztahy mezi vektory pole v rovinach z = 2(*~Y a z = 2(") ve vzajemné vzdalenosti
d™ a tedy vymezujicich vrstvu n, podobné jako v rovnici (3.4.11) zapiSeme v
maticovém tvaru. S oznacenim podle rovnic (3.4.19) pro zobecnéni rovnice (3.4.11)
mame

&En) (z(”))
HE (=)

(n) 1o\ ki (n)
B COSﬁ —J (g) Nz(n) Slnﬁ ( gm(n) (Z(n—l)) )
- 1/2 pp(n) (n) ( (n—1)
- (5_0) — sin e cos B Hy" (270)
i Koy

(3.4.45)

Ke kaskddnimu usporadani vrstev do multivrstvy je vyhodnéjsi obracena relace
analogicka rovnici (3.4.12)

(n) (_(n—1) (n) (_(n)
&c(n) (Z ) ) — TEg(n) (d(")) &c(n) (Z ) (3.4.46)
Hy" (207D) HY (2m)
Charakteristickd matice T®S vaze vektory pole na pfrednim rozhrani z = z(»~Y g
vektory pole na zadnim rozhrani z = 2" . Ziskame ji jako matici inverzni k matici

2 x 2 vystupujici v rovnici (3.4.45)
TEG(n) (d(”))

o\ V2 )
cos ™) J(—) T) sin g™
£ n
- 12 o/ N . (3.4.47)
j(—o) % sin ™) cos 3™
Ho K

coz je zobecnéni rovnice (3.4.13).
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Charakteristickou matici homogenni vrstvy pro TM polarizaci ziskdme z dualitni
transformace, tj. zaménou ,uofzgf) > 50/~€£") , podobné jako rovnici (3.4.14)

12 ()
cos B j (8—0) — sin 8
= /2 (n) " e
j (E) Ke(n) sin 8 cos B
o Nz
(3.4.48)
Tomu odpovida zdména poli vazanych dualitou &, — H, a H, = —&,
(n) ((n—1) (n) (_(n)
Hl@(z( —1>) = s (d™) x<n>(z< ))
=& (z"7) —&" ()
(3.4.49)

formalné odpovidajici rovnici (3.4.15)
Uplnou charakteristickou matici vrstvy o rozméru 4 x 4 miZeme zapsat

TEG (4(7)
S (d") = ( S(()d ) TMS(()d(n)) ), (3.4.50)

kde nediagonélni bloky 2 x 2 tvofi nulové matice 0. Charakteristicka matice ho-
mogenni vrstvy je nezavisld na soufadnici z. Individualni vrstvy pak miizeme v
libovolném poradi sestavit do kaskad (multivrstev). Rovnice (3.4.12) a (3.4.15) mi-
zeme vyjadiit jedinou formalné stejné jako v rovnici (3.4.17)

£ (D) &

)
”Hé") (Z(n—li) _ ( TEQ (d(")) 0 ) 7—[(" ( ; 3,4.51)
)

ch") (Z(n—l ) 0 T™g (d(")) ”H(" (
e ooy Ce (e
Podobné jako matice (3.4.13) a (3.4.14) lze i matice (3.4.47) a (3.4.48) diagonalizovat
N(")
cos 3" (Yb ) sin 4™
j }/E)L sin 5(”) CcOS 5(”)
D
1 1 (ﬁ( ))
_ N N P 0 4.
R I 0 e (s ) B
D D
N
o\ (Yo ) !
Nzn /{,(ff)
X | 2Yyp——
k) N
Yo (n) 1
Km
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1
N
cos B j (ZO o) ) sin (™
TMs(n) (d(n)) _ e
N
j <Z°W> sin 8™ cos B
Ke
1 1 o)
_ N N ( exp (157) 0 - )(3.4.5210)
0 (n) 0 (n) 0 exp (_.]B )
(n)
1 ZQ NZ 1
N K
X 2Z0— y
kY N
c Zy -1
(n)
Ke

Matice vystupujici na pravych stranach téchto rovnic a nezavislé na tloustce vrstvy

d™ (zahrnuté v parametru 3™) spliuji

1 1
N N =
Yo ] —|Yo—=
( D < nD
N
(n)\ Yo ) 1
NZ K;m
2V, s (3.4.53a)
0 7(7?) -
1 1
N N =
Jo——— — | Zop——
N
(n) —1 ZO—(n) 1
NZ /{:e
27y —— (3.4.53b)
Q) Nén)
¢ Zo o —1
Ke

Jsou nezavislé na tloustce d™ a charakterizuji levé resp. pravé rozhrani vrstvy.
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3.5 Materialové parametry k. (z) a k, (z) jako
funkce 2

V odst. 3.1 jsme ziskali soustavu vazanych rovnic (3.2.37) pro TE polarizaci resp.
soustavu vazanych rovnic (3.2.46) pro TM polarizaci, tj.

dggz(Z) = ko (5—2)1/2%(2)%(2), (3.5.1a)
%Z(Z) = —jko <%)1/2 {HE(Z)—K:?ZJ&@). (3.5.1b)

resp.

M) ( < ) ) £(2) | (3.5.2a)

dz Ho
%Z(Z) . (5_3)1/2 [Km () — ;V(yz)} M, (2) . (3.5.2b)

Pro jednoduchost se soustfedime na pfipad, kdy jak . (z) tak ik, (2) jsou redlnymi
funkcemi osové soutadnice z . Z téchto vazanych diferencialnich rovnic prvniho fadu
jsme dostali rovnice druhého fadu (3.2.42) zvlast pro slozku pole &, a zvlast pro
slozku pole H, v ptipadé polarizace TE, resp. rovnice (3.2.48) pro slozku pole H,
a zvlast pro slozku pole &, v piipadé polarizace TM

d?&, () d d&, (2)
22 dz [ fom (2)] dz

() d {111 [me (2) - Ji)} } T2 413 e (o ()~ N, () =

+ kg [Ke (2) ki (2) = N2 €. (2) = (3.5.3a)

resp.

3.5.1 TE polarizace

V odst. 3.3 jsme FeSeni rovnic (3.2.42) pro TE polarizaci zapsali jako linearni
kombinaci dvou linearné nezavislych feseni (3.3.1)

E.(2) = D& (2)+ g, (2), (3.5.5a)
H,(z) = DR, (z)+ "IN, (2). (3.5.5b)
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De (z) = Deg(0) De, (2) (3.5.6a)
INg (2) = UDg (0) UDe, (2), (3.5.6b)
Dy, (z) = DH,(0) Dh,(2), (3.5.6¢)
D, () = U, 0) D, (2) (3.5.6d)
Po dosazeni do rovnic (3.5.5)
&, (2) De, (0) De, (2)+ g, (0) e, (2) (3.5.7a)
H,(z) = DH,0) Dhy(z)+ TR, 0) Thy(2) . (3.5.7b)
V roviné z = 0 zvolime
De, (0) = UDp, (0)=0 (3.5.8a)
De, (0) = Dn,(0)=1. (3.5.8D)
Potom
£, (00 = UDg (0), (3.5.9a)
H,(0) = D, (0). (3.5.9D)

S ohledem na rovnici (3.3.10) musi platit

NE, (0) De, () UDE, (0) e, (2)
TE _ x x T x _ (1§ (I)
D (Z) = det ( (I)Hy (0) (I)hy (Z) (H)ny (0) (H)hy (Z) ) - gm (0) Hy (0)

(3.5.10)

a soucasné

De, (2) e, (2 (D,
(0 Y (0 EO) i gy

Podminky v roviné z = 0 dané rovnicemi (3.5.9) budou splnény, kdyZ v rovnici
(3.5.5) polozime

g, (z) = &,(0) e, (z) —j Ze(0)H, (0) De, (2) , (3.5.12a)
H,(2) = —jVe(0) & (0) "Dhy () +M,(0) Dhy(2) .(3.5.12b)

nebo v maticovém tvaru

M, (2) )\ =i Ye(0) "Dhy(2) Dhy (2) H,(0) )
kde Zg (0) mé rozmér vlnové impedance (£2) a Vg (0) mé rozmér jeji prevracené

hodnoty, tj. rozmér admitance (27!). Rovnicim (3.5.10) a (3.5.11) vyhovuje tedy
volba v rovnicich (3.5.7)

De (0) = —j Z5(0) (I)Hy (0), (3.5.14a)
DA, (0) = —j Ve (0) UD€, (0). (3.5.14b)
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Rovnice (3.5.13) predstavuje linedrni relaci mezi vektory

(“ftz((?) ) . (7(2((%)) ) ‘ (3.5.15)
Proto matice

(e (2 —i Zg De, (2
TEN (2) = ( —j V& (0) (I(I))hy (2) ! Z(I()(;l)y (2) (=) ) (3.5.16)

je nezavisla na amplitudach poli. Jeji determinant je v z = 0 roven jedné vzhledem
k rovnici (3.5.8) a je nezavisly na z . Ziskali jsem maticovy vztah mezi elektrickym a
magnetickym polem TE vIn v roviné z = 0 a odpovidajicim elektrickym a magnetic-
kym polem téchto TE vIn v obecné roviné z . Pti praktickém uplatnéni maticového
formalizmu bude vyhodnéjsi vyjadiit £, (0) a M, (0) jako funkce &, (2) a H, (2).
K tomu zjistime matici TS (z) inverzni k PN (z2)

. Dy (2 25 (0) De, (2
TS (2) = [TEN (2)} - (ij (O)hﬁylg);zy (2) 1= ((192650 (z)( ) ) (3.5.17)

Matice ™S mé jednotkovy determinant, det (T™®S) = 1. Matice ™S vyjadiuje
funkee £, (0) a H, (0) v roviné z = 0 pomoci funkei &, (2) a H, (z) charakterizu-
jicich pole v néjaké obecné roviné z = constant

(0 )= Ceo W #0005 ) (32 ) = ™0 (¢

(3.5.18)
Znalost &, (z) a H,(z) staci ke stanoveni profilu poli monochromatické viny ve
vrstevnaté struktuie charakterizované matici T5S (2). Matice TS (2) se nazyva
charakteristickou matici vrstevnatého prostiedi pro TE polarizaci.

3.5.2 TM polarizace

V odst. 3.3 jsme FeSeni rovnic (3.2.48) pro TM polarizaci zapsali jako linedrni
kombinaci dvou linedrné nezavislych feseni (3.3.11)

Ho(2) = DH,(2)+ DU, (2), (3.5.19a)
E,(2) = D (2)+ UNg, (2). (3.5.19b)

Resen{ vyjaditme pomoci pocatecénich amplitud DH, (0), DH,(0), DE,(0),
INg,(0) a bezrozmérnych funkei Dh, (z), UDh, (2), De,(2) a UDe, (2)

H,(2) = DU, 0) Dh,(2) + T, (0) UDh, (2), (3.5.20a)
£,(2) = D) Ve, (2) + TNg, (0) e, (2) . (3.5.20b)

V roving z = 0 zvolime h, (0) = UDe, (0) =0 a UDh, (0) = De, (0) = 1.
Potom
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M, (0) = UDH,(0), (3.5.21a)
£,(00 = DeN0). (3.5.21b)

V tomto specidlnim pfipadé (z = 0) determinant (3.3.20) bude

™ B D7,(0) Dy (0) W03, (0) (D, (0)
Do) = det( g, (0) De, (0)  UDE,(0) Me, (0) )

(11)
_ det( . 7‘;“”):—“%(0) (g, (0) (3.5.22)

S ohledem na rovnici (3.3.20) musi platit

TM (Z) _ det( (I)H:c (0) (1)6:(; (z) (H)er (O) (”)ex (Z))

e, (0) Dhy(2)  IDE,(0) Uy (2)

a soucasné

Dh,(2) UDp, (2 UDp,
det( De, ((z)) (UDe, ((z)) ) = det( (1)63 (0) (©) ) =—1. (3.5.24)

Podminky v roviné z = 0 budou splnény, kdyz v rovnici (3.5.5) s ohledem na
rovnice (3.5.21) polozime

H,(z) = Ha(0) "Dhy(2) =iV (0) E,(0) Dhy (2), (3.5.25a)
E,(z) = —iZ2u(0)H,(0) e, (2)+&,(0) De, (). (3.5.25b)

nebo v maticovém tvaru

(50 (Law e 00 (E60)
(3.5.26)

kde Yy (0) mé rozmér vlnové admitance (27!) a Zy (0) mé rozmér vinové impe-
dancew (£2) Jedna se o je linedrni relaci mezi vektory

( 7;:0((5)) ) . ( 7;:0(((()))) ) . (3.5.27)

Proto matice

™ (H)hm (Z) _‘yM( ) D (Z)
N(=) = ( iz (@) Oy () Oy (2) ) (3.5.28)

je nezavisla na amplitudach poli. Ziskali jsem maticovy vztah mezi elektrickym a
magnetickym polem TM vln v roviné z = 0 a odpovidajicim elektrickym a magnetic-
kym polem téchto TM vln v obecné roviné z . Pti praktickém uplatnéni maticového
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formalizmu bude vyhodnéjsi vyjadiit H, (0) a &, (0) jako funkce H, (2) a &, (2).
K tomu zjistime matici ™$ (z) inverzni k ™N (2)

1 De,, (2 i Vi (0) Dhy, (2
MS(2) = [MN(2)] = (jZM (0) y(I(I)iy (2) 1 ((19));% (Z) ) )(3-5-29)

Matice ™S mé4 jednotkovy determinant, det (TMS Matice ™S vyjadiuje

=1.
funkce #H, (0) a &, (0) v roviné z = 0 pomoci funkei H, (2) a &, (z) charakterizu-
jicich pole v néjaké obecné roviné z = constant

(50 )= (zwo e @) (5G) = mso (&
(3.5.30)

Znalost H, (z) a &, (2) staci ke stanoveni profilu poli monochromatické viny ve
vrstevnaté struktuie charakterizované matici ™S (z). Matice ™S (2) se nazjva
charakteristickou matici vrstevnatého prostfedi pro TM polarizaci.

Dosud jsme nevyuzili dualitni transformaci. Pokud mame k dispozici vztah pro
charakteristickou matici pro TE polarizaci dany rovnici (3.5.18)

( ,0) ) - ( Ve (g;h(%z}zy o 53?5223” " ) ( "0 ) =80 ( "0
(3.5.31)

uzitim dualitni transformace dostaneme

( #, (0) ) _ ( Dhy (z) 3V (0) e, (2) ) ( H, (2) ) = ™G (2) (

_5y (0) j2m (0) (H)hy (2) (e, (2) _gy (2) -
(3.5.32)

Jak bylo uvedeno vyse, rovnice (3.5.31) a (3.5.32) vyjadiuji linearni vztah mezi

amplitudami poli. Proto matice TES(z) a ™S (2) jsou na téchto amplitudach
nezavislé. Z dualitni transformace se uplatni jen zdmeéna e (2) <> p(2).

3.5.3 Kolmy dopad

P1i kolmém dopadu je N, = 0. TE polarizace a TM polarizace odpovidaji fy-
zikalné stejnym situacim avsak vyjadienym v odlisnych soutadnych systémech se
spole¢nou osou z. V odst. 3.1 jsme ziskali soustavu vazanych rovnic (3.2.37) pro TE
polarizaci resp. soustavu vazanych rovnic (3.2.46) pro TM polarizaci. Po dosazeni
N, = 0 se tyto rovnice zredukuji na

1/2
dggz(Z) . (l&f_s) o (2) M, (2) (3.5.33a)

5 0 1/2
%Z() — ik (%) e (2)] 4 (2) - (3.5.33b)

resp.

Hale) _ g ()" e 3.5.34
2 (2) ks, (3.5:342)

; . 1/2
%Z() ~ ik, (%) [ (2)] Ha (2) (3.5.34b)



Pro jednoduchost se soustfedime na pfipad, kdy jak k. (z) tak ik, (z) jsou redlnymi
funkcemi osové soutadnice z . Z téchto vazanych diferencialnich rovnic prvniho fadu
dostavame dva pary formalné stejnych rovnic druhého rfadu

A&, (2) d I sy (2)] dggz(Z) + k2 [Ke (2) him (2)] €2 (2) = 0.(3.5.35a)

=2 dz
d*H, () d dH, (2) ) B
S S il ) T K e (2) o ()] Hy () = 0.
(3.5.35b)
resp.
d*H,(z) d dH, (2)
42 L n k. (2)] —& + kg ke (2) km (2)] He (2) = 0O
(3.5.36a)
e, (z) d d&, (2) 9 B
S il ) T B e () ()€, () = 0.
(3.5.36b)
V prostredich s konstantni magnetickou permeabilitou
d
L (2) =0
se vlnové rovnice pro elektricka pole zjednodusi na
dze,
dZQ(Z) 4R (ke (2) o (2)] €2 (2) = 0. (3.5.37a)
resp.
d2&, (=
diQ( ) + k2 [Ke (2) Fim (2)] E,(2) = 0.
(3.5.37Db)

3.6 Linearni diferencialni rovnice druhého radu

Bylo by uziteéné zjistit profily takové k,, (2) a Ky, (2), které maji praktické uplat-
néni a soucasné dovoluji snadné feseni téchto diferencialnich rovnic. Pokud lze loga-
ritmické derivace obsahujici materidlové parametry vypocitat, pfedstavuji rovnice
(3.2.42) resp. (3.2.48) obycejné linedrni homogenni diferencialni rovnice druhého
fadu bez pravé strany typu

d*W (z2)
dz2

dW (2)
dz

+ P (z)

+Q(HW(z) = 0. (3.6.1)

K rovnici tohoto typu vede po separaci proménnych fada fyzikalnich tloh charak-
terizovanych parcidlnimi diferencialnimi rovnicemi. K nim patii i zde uvazované
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¢asové zavislé vlnové rovnice (3.1.9) a (3.1.15) a z nich pro monochromatické feseni
o frekvenci w plynouci ¢asové nezavislé vlnové rovnice (téz rovnice Helmholtzovy)

V2E +w?pE +V(lnp) x (Vx E)+V[E-V(lng)] = 0, (3.6.2a)
V2H +w*epH +V (lne) x (Vx H)+V[H-V(Inp) = 0. (3.6.2b)

Pfipomenme ty poznatky tykajici se rovnice (3.6.1), které pro nds maji vyznam
[3].Jeji Feseni je dané vlastnostmi funkei P (z) a @ (z). Pokud funkce P (z) a Q (2)
zustavaji konecné v né€jakém konecném bodé z = 2y, oznacujeme takovy bod z,
jako ordindrni. Pokud funkce P (z) a @ (z) jdou do nekonecna (diverguji), kdyz
z = 2y, oznacujeme takovy kone¢ny bod zy jako singularni. Rozeznavame dva typy
konec¢nych singularnich bodi.

(1) Pokud P(z) a Q(z) jdou do nekone¢na (diverguji) pfi z — 2z, avSak
(z—20)P(2) a(z— 20)262 (z) zustavaji pii z — 2o kone¢né, oznacujeme takovy
konecény bod zy jako reguldrné singuldrni (nebo také jako nepodstatnou singularitu).

(2) Pokud P(z) a @Q(z) jdou do nekone¢na (diverguji) pfi z — zp, avSak také
P(2) (2 —2) a (2 —2)°Q(2) jdou do nekonecna pii z — z, oznacujeme takovy
konecény bod zy jako irrequldrné singuldrni (nebo také jako podstatnou singularitu).

Zbyva pro tplnost vySetfit chovani funkci P (z) a Q(z), kdyz z — +oo0. V
rovnici (3.6.1) dosadime za z novou proménnou ¢t = z~! a hleddme limitu pro
t — 0. Prvni a druhou derivaci pak vyjadiime jako

dW(z) _ aw@H)dt  1dwe!) _t2dW (t=h)
dz dt  dz 22 At dt
(3.6.3a)
d°W(z) d [dW(2) g__ﬁi _thW(t‘l)
dz? Cdt dz dz dt dt
dw (t71) 2w (1) dw (t71) 2w (th)
2 _ 42 _ 943 4
- [ S T P T
(3.6.3b)
Dosadime tyto derivace do rovnice (3.6.1)
d*W (2) dW (z) B
2 + P (z) P +Q(2)W(z) = 0. (3.6.4)
Dostaneme
dw (t71) 2w (1) _ dw (t71) _ _
W e P () [ F Q)W) = 0
2 -1 -1
pdWIT) Vzt(; )+[2t3—t2P(t—1)} 7dwd(f )+Q(t‘1)W(t‘1) = 0.

Konecné po vydéleni * mtzeme vyjadiit rovnici (3.6.1) nasledujicim zptisobem

EW () | l2t— P(t‘l)} dw () {@(fl)} Wt =0  (3.65)

dt? 12 dt t
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VysSetfime chovani funkei

2t — P (t71) Q@™
12 ’ 7

(3.6.6)

kdyz t — 0 odpovidajici z — oo . Rovnice (3.6.1) nemé v nekone¢nu singularni bod,
pokud oba vyrazy v rovnici (3.6.6) ztstavaji koneéné pfi ¢t — 0. M4 tam ordinarni
singularni bod pti t — 0, pokud ztstavaji konecné funkce

2t — P (1) Q™)
t ’ 6

(3.6.7)

a irregularni singularni bod, pokud tyto funkce pii ¢ — 0 diverguji. Naptiklad
Besselova diferencialni rovnice

EW(2) 1AW () (1—1)—2)W(2)

2rv\e) -0
dz? z dz 22 ’

ma ordinarni singularni bod v z = 0 a irregularni singularni bod v z — oo.

Nejobecnéjsi Feseni rovnice (3.6.1) lze zapsat
w (Z) = oW (Z) + oW, (Z) , (368)

kde konstanty ¢; a ¢y se stanovuji z okrajovych podminek konkrétniho problému.
Funkce W, (2) a W5 (z) jsou navzajem linedrné nezavislé. To znamena, Ze jejich
Wronskian je na néjakém nenulovém intervalu proménné z nenulovy

W1 (Z) W2 (Z)

(D) AW (2) £0. (3.6.9)

dz dz

Podle Fuchsova teorému mizeme nalézt alespon jedno FeSeni rovnice (3.6.1) ve tvaru
mocninového rozvoje v okoli ordinarniho nebo regularné singularniho bodu zy typu

Wi(z) = im (z — 2)"™, ay #0, (3.6.10)
A=0

kde zbyva urcit poc¢atecni exponent k a koeficienty a, .

3.7 Airyho diferencialni rovnice

Nejjednodussi feseni vinovych rovnic (3.2.42) a (3.2.48) ve vrstevnatém prostiedi
ziskdme tehdy, kdyz je profil ve sméru osy vrstevnatého prostiedi (zde ve sméru z)
tvofen pouze tseky n = 1,... N, na nichz je jak ¢, tak i 4 konstantni. Hovofime o
multivrstvé se schodovym profilem. Timto pristupem mizeme aproximovat s libovol-
nou presnosti kazdy pro praxi zajimavy profil € (z) a p (z) . Obecné analytické feseni
vlnovych rovnic (3.2.42) a (3.2.48) pro spojité proménny profil je slozité. Ponékud
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schiidny je zjednoduseny piipad polarizace TE, kde k. (z) je redlnou linearni funkei
Z a Ky, je konstatni, tj. dk,, (2)/dz = 0. Podobné je schidny také ptipad polarizace
TM, kde k., (2) je redlnou linedrni funkci z a k. je konstatni, tj. dr. (2)/dz = 0.
V téchto pripadech se vlnova rovnice zjednodusi na Airyho diferencialni rovnici.
Omezime se na piipad TE. V linearni aproximaci vyjadiime profil

dre (2)
dz

ke (2) = kKe(0)+ z.

z=0

(3.7.1)
Po dosazeni (3.7.1) do rovnice (3.2.42a) a s uvazenim k,, (z) = K, (0) = constant

% + k§ { {me (0) + dﬁgz(z)

coz je diferencialni rovnice typu

2202} “m<0)—N5}5x(2) =0, (372)

d2&,
dZQ(Z) Ao+ A1 2] E () = 0, (3.7.3)
2 2 2 dre (2) .
kde konstanty Ay = k3 [k (0) £, (0) — N2 a Ay = k§rp, (0) P . Substi-
z=0
tuci
A
n = A}/?’ <z+ —0> : (3.7.4)
Ay
muZzeme uzitim
4 () dE()dy
dz dn dz
_ql3 d&, (n)
1 dn
?8, (2)  d [d& (2)
dz? - dz dz
_ Al/si d&, (U)%
Vdz | dp d=
EYE d&, (n)
1 d?7
rovnici (3.7.3) transformovat nejprve na
d2&, (n A
Af/?’TQ() + AP {A}/?’ <z + A—(l’) &, (n)} = 0 (3.7.5)
a potom na
d2g,
dn2(n) Y& @M = 0. (3.7.6)
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To je Airyho rovnice. Jeji fesSeni 1ze vyjadiit pomoci Airyho funkei nebo jako linearni
kombinaci Besselovy funkci prvniho druhu fadu 1/3 a Besselovy druhého druhu
(Neumannovy funkce) téhoz fadu 1/3. Airyho rovnice (3.7.6) je specialnim ptipadem
rovnice [4].

d?y (z) N 1—2a dy(x)
da? x dz

+{(bcxc_1)2+w}y($) - 0. (37

12

Tuto rovnici 1ze substitucemi transformovat na standartni tvar Besselovy rovnice

jejiz feSenl miZeme vyjadrit bud jako linearni kombinaci Besselovy a Neumannovy
funkce, nebo jako linearni kombinaci Hankelovych funkci prvniho a druhého druhu.
Volba linearni kombinace Besselovy a Neumannovy funkce fadu p je vhodné pro
ulohy se stojatymi vinami

up(2) = Ayd,(2) + BN, (2) , (3.7.9a)

linearni kombinace Hankelovych funkci prvniho a druhého druhu je vhodnéa pro
tlohy s vlnami postupnymi

uy (2) = CHW (2) + D,HP (2) . (3.7.9b)

Dukaz ekvivalence rovnic (3.7.7) a (3.7.8) za¢neme substituci

y = z%u. (3.7.10)
Pro derivace dostaneme
d%”) = ar® Y (z) + x“dz;x) (3.7.11)
Py(x) A . odu(2)
oz = a4 | u(z)+x T
2
= a(a—1)2"%u(x) + 2az""* dz:(:) + x“d (;Lxgx) . (3.7.12)
Po dosazeni do rovnice (3.7.7)
d*u (z) pdu () 2 2
“ 202" ————= —1)x"" 1-2 o
ot 2w W +a(a—1)z"u(z) + ( a) |ax ()
e a—pt]
+ | (bez*™1) +T zu(x)=0. (3.7.13)
Upravou
d?u () L 17 du ()
“ 2ax"” 1—2a)z
2= + [2az°7" + ( a) 2! T



Po zjednoduseni

a

2
Lad w(z) +g;a—1du () + 2 (e — pu(z) =0.  (3.7.15)

da? dz

Vydélime z% a mame

d?u (x) du(x) 5 50 9
T el c_ ~0. 7.1
e T Fr? (Pa* —p*)u(z) =0 (3.7.16)
Zménime proménnou
t = bat. (3.7.17)

Pro derivace funkce u (z) dostaneme

du (x) du(t)dt  du(?)

_ L hextt 7.1
dz dt dz  dt (37.18)
d*u (z) d*u(t) 59 0en  dul(t) c—2
T T e Abix + o be(c—1)x%. (3.7.19)
Dosadime do rovnice (3.7.16)
d?u (¢ du (¢ du (¢
759( )Czb2$20—2 + —Tfiz(t )bc (c—1)a“ 2+ du (t) )bcxc_2 + a7 (B2 — p®) u () (39.20)

dt

2 a zjednodusime koeficient u prvni derivace

Vynésobime x

Pu(t) 5,0 o 2 d“() 2 (12,2 2
— N x° € — = 0. 721
P b + be & + (b2 — p*) u (t) 0 (3.7.21)
Dosadime podle rovnice (3.7.17) tj. t = ba¢ a vydélime 2
dPu(t)  du(t)
¢ t £ =pu(t) = 0. 7.22
w Tt T =) u) 0 (3.7.22)

Tento vysledek odpovida Besselové rovnici (3.7.8). Muzeme tedy obecné FeSeni rov-
nice (3.7.6) vyjadrit s uvazenim rovnic (3.7.10) a (3.7.17) bud jako linedrni kombinaci
Besselovy a Neumannovy funkce (fadu p)

yp (x) = Apa®J, (bx) + Bpa® N, (bz°) , (3.7.23a)
nebo jako linedrni kombinaci Hankelovych funkei prvniho a druhého druhu (fadu p)
yp(x) = Cpr"HV (ba®) + Dpa"HP (ba°) . (3.7.23b)

Z obecnéjsi rovnice (3.7.7) dostaneme (3.7.6), kdy? polozime 1—2a = 0, (bex™)? =
=z aa?—c*p?=0.Odtud

1

“ = 3, (3.7.24a)
2

b= 3. (3.7.24b)
3

c =3, (3.7.24c)
1

P = 3 (3.7.24d)



Pro tento soubor parametri mé specidlni Feseni rovnic (3.7.23) tvar

2 2
E(n) = .A1/3771/2J1/3 (§ﬁ3/2) +B1/37]1/2N1/3 <§n3/2) . (3.7.25a)
nebo

2 2
E:(n) = 61/3771/2H1(}é (gng/z) +Dl/3771/2H1(% (5773/2) ,  (3.7.25b)

kde proménnd 7 je dana rovnici (3.7.4). Po dosazeni

A 1/2 9 A 3/2
et = ol (o4 2] "3 o+ 2)
A 1/2 9 A 3/2
+Bl/3 Ai/g Z+ =0 N1/3 = A}/g Z+ =0 3,726&)
Ay 3 Ay

A 1/2 9 FRSEL
0 = e [ (s 0)] i {2 e (4 )]

1/3 A\1Y? @ )21 13 A\1*?

Pole &, (#) aH, () jsou vazana rovnicemi (3.2.37). Pole #, (z) tedy plyne z rovnice
(3.2.37a)

nebo

Hy (2)

JdE(z) ] (5_0)1/2 d&: (2) (3.7.27)

wi dz kokm \ o dz

Tato pole &, (z) a H, (z) jsou nutnd ke stanoveni charakteristické matice vrstvy,
jejiz permitivita je linearni funkci z .

3.8 Multivrstva

Uvazujme dvé vrstevnatd obecné nehomogenni prostiedi (1) a (2) prvni lezici
mezi rovinami z = 20 a z = 2(1) | charakterizované matici SM) | a druhé lezici mezi
rovinami z = 2 a z = 2® | charakterizované matici S® | se spole¢nym rozhranim
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Pole ve vrstvach jsou vazana vztahy

Z = Z(l) .
Y
e (Z(O)) = (2( >>
T () Ho(2"
o Ez(ﬂ)g S0 (;0 ) Hy o | (3.8.1a)
_& (0 ’
, (29) s, (Zu))
g, (z(l)) g, (Z@))
Xy 2(1) Y 2;(2)
Hy Zm; = 8@ (0 @) Hy o , (3.8.1b)
-€, (z(l)) —5y (Z(m)
takze
@
: (Z(O)) & (z( ))
(0) M, (="
Zi Ez(o)) = SW (:0 M) s® (;) ) Hy Z(z) (3.8.2)
—£, (2) . ( o )

Tento vysledek lze zobecnit na posloupnost plan-paralelnich vrstevnatych prostredi
tj. na tzv. multivrstvu tvofenou N vrstvami umisténymi v oblastech

20 5 O M @ ) ) WD) N (3.8.3)

Globalni charakteristickd matice je vztazena na nasi multivrstvu a tvoii ji maticovy

soucin

S(l) (Zm),zu)) S®) (20 ;@) . §0 (0D ) .
(3.8.4)
Rovnici (3.8.2) lze zobecnit na tvar
N
8%11)) ((Z (((;))) N é‘QE(N ) ((Z ((NN))))
Hy ' (= n) { (n n H z
%1) (Z(O)) _ H g(n) (Z( D A )) %%N) (z(N)) (3.8.5a)
€T n=1 €T
—&5D (20) —gWM (=)

Tyto maticové rovnice popisuji vztah mezi celkovym elektrickym a magnetickym
0) ’

polem vln na jedné strané multivrstvy ve vrstvé (1) v roviné z = 2 a celkovym
elektrickym a magnetickym polem vln na druhé strané multivrstvy ve vrstvé (N)
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v roviné z = zW)  Informace o profilu poli vln unvité multivrstvy sama o sobé ma
omezeny prakticky vyznam. Mimo jiné je obtizné umistit detektor dovniti multi-
vrstvy, tj. mezi roviny z = 20 a z = 2W) | Chceme-li zjistit odezvu multivrstvy na
vlny pfichéazejici z vnéjsku, musime pole uvnitt¥ multivrstvy svazat s poli vln v jejim
okoli.

3.9 Reflexni a transmisni koeficienty

3.9.1 TE polarizace

Celkové pole v poloprostorech (0) a (M + 1) obklopujicich multivrstvu sestava-
jici z N vrstev zahrnuji obecné viny postupujici k multivrstvé i vlny postupujici
od multivrstvy v obou poloprostorech. Je vyhodné vyjadfovat informaci o polich
vln vstupujicich a vystupujicich z multivrstvy v poloprostorech obklopujicich mul-
tivrstvu v rovinach omezujicich multivrstvu z = 20 a z = z) | Pouzivame pfitom
idealizovanou predstavu, Ze rozhrani multivrstvy s okolim maji nulovou tloustku.

VInu postupujici ve vstupnim poloprostoru (0) k prvnimu rozhrani z = 2(© mul-

tivrstvy oznacujeme jako dopadajici i, zpétnou vlnu ve vstupnim poloprostoru (0)
(z < 29) jako vlnu odrafenou r. Ve vistupnim poloprostoru (N + 1) (z > V)
obvykle uvazujeme jen vlnu prochdzejici t. Casto totiz postaci definovat globélni
amplitudové reflexni a transmisni koeficienty multivrstvy a tim charakterizovat ode-
zvu multivrstvy na vlnu dopadajici jen z jednoho z obklopujicich poloprostorti, v
nasem pripadé z poloprostoru (0) . Klademe tedy amplitudu vlny postupujici k mul-
tivrstve z poloprostoru (N + 1) nulovou. Globalni amplitudové reflexni a transmisni
koeficienty definujeme jako poméry amplitud elektrickych poli zahrnujicich viny do-
padajici E” (:0) | odrazené E©) a prochézejici EC ™ (:M) . Globalni reflexni
koeficienty (popisuji odraz) jsou pak vztazeny k rozhrani z = z() globalni transmisni
koeficienty (popisuji prichod) zahrnuji obé hrani¢ni rozhrani multivrstvy v rovinich
z =20 a7z =WV dalsim odstavci rozdélime celkové pole v poloprostoru (0)
na vlnu dopadajici a vlnu odrazenou a v poloprostoru (N + 1) jednoduSe ztotoz-
nime celkové pole s polem vlny prochézejici. Pii této identifikaci jednotlivych vin
vyuzijeme okrajové podminky (spojitost elektrickych a magnetickych poli vin na
rozhranich z = 2(0 a z = z)). Nékdy byva uzitetné formulovat i odezvu na vinu
postujici z poloprostoru (N + 1) a dopadajici na rozhrani z = 2WV) s odrazenou
vlnou v poloprostoru (N + 1) a prochazejici vinou v poloprostoru (0).

Uvazujme rovinnou vinu dopadajici s TE polarizaci na vrstevnaté prostredi, které
je ohrani¢eno rovinami z = 2 a z = zV) | 20 < 2WV)  Poloprostory z < 20 | resp.
z > z™) jsou vyplnény linearnimi homogennimi izotropnimi prost¥edimi charakte-
rizovanymi readlnymi skalarnimi elektrickymi permitivitami a magnetickymi perme-
abilitami €@ a x© | resp. eV+D a W+ Pro jednoduchost predpoklddéme, Ze na
rozhranich z = 2 resp. z = 2®) dochézi ke skokové zméné materidlovych para-
metri vstupnfho homogenniho poloprostoru e a u(® na e (2@) a pu (), resp.

ke skokové zméné materidlovych parametri vystupniho homogenniho poloprostoru
eNHD 4 fVFD na e (M) a p (V).
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Najdeme vztahy pro amplitudy elektrickych poli odrazenych a prochazejicich vin.
Necht EZ-(O) , Tesp. EY ,a Et(NH) , oznacuji obecné komplexni amplitudy elektrického
pole dopadajici, resp. odrazené viny v prostiedi (0) a viny prochézejici do prostiedi
(N'+1). Vektor sifeni 72-(0) dopadajici viny ze vstupniho prostiedi (0) a vektor Sifeni
%(,0) viny odrazené do téhoz prostiedi (0) resp. vektor Sifeni ; vlny prochézejici do
vystupniho prostiedi N4 1 svird s osou vrstevnatého prostiedi (lezici v ose z) tihel
0© | resp. GNFD |

Okrajové podminky vyzaduji spojitost slozek elektrickych E a magnetickych H
poli rovnobéznych s rozhranimi na obou stranach kazdého rozhrani. Z Maxwellovy
rovnice

0B

E—- """
V x T

pro pole tmérnd exp [j (wt — ~y-r)| pii splnéni linedrniho materidlového vztahu B =
= uH plyne

—jvx E = —jwuH
yxE = wuH
wew)'Pyx E = wuH,
t.
e 1/2
H = (ﬁ) vx E, (3.9.1)

kde v je jednotkovy vektor ve sméru vektoru sifeni v . Jednotkové vektory ve smérech
vektort Sifeni dopadajici, odrazené a prochazejici vlny jsou omezeny nasi volbou
roviny dopadu na rovinu kolmou na &

,YZ(O) — g SiIl 9(0) _|_ 2 CcoS 9(0) (3923)
7O = §sinh® — 2cos6?, (3.9.2b)
%SNH) — §sin OV £ 2 cos HNFD (3.9.2¢)

Vynechame faktor exp(jwt) a zapiSeme elektrickd a magnetickd pole dopadajici,
odrazené a prochéazejici vlny. Elektrické pole dopadajici viny v oblasti z 2%

EY = 2EVexp [—j (5(0)u(0))1/2 w (§sind® + £cos0©) - (gy + 2z)] :
(3.9.3a)

elektrické pole odrazené viny

Efno) = :f:EéS) exp [—j (5(0),u(0))1/2 w (:lj sin0©® — 2 cos 9(0)) (gy + 22’)] ,

(3.9.3b)
a elektrické pole viny prochézejici
E§N+1) _ cﬁEéé\/ﬂ)
X exp [—j (5(N+1)M(N+1))1/2 w (Fsin OV 4 2 cos SN - (gy + 22)} .
(3.9.3¢)
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Zde Eé?), E(()S) a E((,?) jsou skalarni komplexni amplitudy elektrickych poli (orien-
tovanych ve sméru x) vln v poc¢atku soufadnic a ¢asu. S uvazenim rovnice (3.9.1)
dostaneme pro magnetické pole dopadajici viny

(0) 1/2
B = (55) A0«
i

8(0) 1/2
= (W) (g sin 09 + 2 cos 9(0)) X :i:EéZQ)
i

X exp [—j (5(0)u(0))1/2 w (ysin 0 + z cos 9(0))]

0 (2N ) ©)
_ 5 g0) | = 0
= K (W (—2sin 6" + g cos6'”)
X exp |—j (5(0)u(0))1/2 w (y sin 0© + z cos 9(0))] ,
(3.9.3d)
pro magnetické pole odrazené viny
oy~ 1/2
HO — £ 7O s B©
r Iu(o) r r
(0)
= (;(0)) (9 sin 0® — 2 cos §© ) % :I:Eég)
X exp [ j (5(0 1 ) (y sin © — z cos 9(0))}
(0)
= (0 <€ zsmﬁ(o — g cos 0 )
X exp —j (5(0 1 ) (y sin 0 — z cos 9(0))} ,
(3.9.3¢)
pro magnetické pole viny prochazejici
W1\ 1/2
WN+1) € (N+1) (N+1)
H; = <W) Vi X By
(N+1) gWHD\ V2 (N+1) (N+1)
= Ej (M(NH)) (—Zsind + g cosb )
X exp [—j (5(N+1),LL(N+1)) Y2 (ysin ONTD 4 = cos H(N“))] .
(3.9.3f)

Rovnice (3.9.3) odvozené z Maxwellovych rovnic urcuji vzajemnou orientaci
vektortt poli dopadajicich, odraZenych a prochézejicich vIn.® UvaZili jsme rovnice

6P¥i orientaci vektoru $ifeni dopadajici viny souhlasné s +2 6(®) = 0 a kladné orientaci pole
EEO) souhlasné s +& odpovida kladna orientace H EO) orientaci +¢ v souladu s rovnici (3.9.3d).
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(3.2.22) a (3.2.23) pro TE polarizaci, tj.

E:c (y,Z,t) = g ( )exp[ (Wt:FkO )] ) (3943)
Hy(y,zt) = Hy(z)expj (wtﬂFkoNyy)] (3.9.4b)
H.(y,2t) = H.(2)exp[j (wtF koNyy)] - (3.9.4¢)

Nasi volbé kladné orientace slozky vektoru $ifeni (+y) kolmé na osu vrstevnatého
prostiedi z odpovida horni znaménko.

Zde
N, = (5(0),u(0))1/2 sin ) = (E(NH)M(NH)) sin fN Y (3.9.5)
w 2n
-z, (3.9.6)

Avac j€ vlnova délka monochromatické viny o tthlové frekvenci w ve vakuu postupu-
jici s fazovou rychlosti c.

Celkové elektrické pole ve vstupnim prostiedi (0) ma pro TE polarizaci pouze
slozku ve sméru & a tvori jej superpozice dopadajici viny EEO) a odrazené viny Eﬁo)
danych rovnicemi (3.9.3a) a (3.9.3a). V roviné z = () mame

(B (:0) + BO (! >}
= { exp [ J 6(0 1/2 w2z cos 9(0)} + Eég) exp [j (E(O)M(O))1/2 w2 cos 9(0)]}
X exp [ (5 ul ) wy sin 9 ]
= 5(0 exp[ wysine(o)] )
(3.9.7a)

Celkové elektrické pole ve vystupnim prostiedi (N +1) méa pro TE polarizaci pouze
slozku ve sméru & a tvori jej samostand prochazejici vlna, nebot prepokladame, ze
amplituda vlny postupujici z poloprostoru z > zN*1 k rozhrani z = z®) je nulova.
V roviné z = ) mame

E§N+1) (Z(N)) $ = E(();\f—i—l)
X exp [—j (g(N+1)M(N+1))1/2 w (y sin ONVHD 4 L) (g H(N“)”
= EV (z)) exp [_j (4D M(N+1))1/2 wysin 9(/\/’4-1)} (3.9.7b)

kde diky Snellovu zakonu o zachovani te¢nych slozek vektort Sifeni je

exp |3 (£0u) " wysin O] = exp [—j (DO g sin gD |

Avsak pii orientaci vektoru &ifeni odrazené viny souhlasné s —2 0(9) = 0 a kladné orientaci pole
. A iz - 0) . . N .,
E£°> souhlasné s +& odpovida kladné orientace H E ) orientace souhlasné s —4¢ v souladu s rovnici

(3.9.3e), tedy opacné nez u viny dopadagici. P¥i orientaci vektoru $ifeni prochazejici viny souhlasné
s +2 0 =0 akladné orientaci pole E§N+1) souhlasné s +& odpovida kladn4 orientace H §N+l)

orientaci +¢ v souladu s rovnici (3.9.3f) podobné jako u vlny dopadajici.
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Slozka celkového magnetického pole ve sméru § ve vstupnim prostiedi (0) v
roviné z = (¥ je podle rovnic (3.9.3d) a (3.9.3e) déna superpozici

7 () 1 )]
= <E ) cos {Eé?) exp [—j (E(O)M(O))1/2 w2 cos 9(0)]

,u
exp [J ( © )u(o))1/2 w2z cos 9(0)] } exp [—j (E(O)M(O))l/z w1y sin 9(0)]

= H, (z(o)) exp [—j (6(0)u(0))1/2 wy sin 9(0)} : (3.9.7¢)

Slozka celkového magnetického pole ve sméru g ve vystupnim prostiedi (N +1) ma
je opét tvofena samostatnou prochazejici vinou. V roviné z = z) mame

€(N+1)

1/2
N+1 ~ N+1
H{™ (z0) . = szﬂ cos 0D BT ()

X exp [—j (6(N+1)M(N+1))1/2 (y sin OV 4 V) gog N+ )}

= H, (Z(N)) exp [—j (E(N+1)M(N+1)) 2 wy Sin9(N+1)] . (3.9.7d)

Oznacime
gi(O) (Z(o)) = Eé?) exp [—j (5(0)u(0))1/2 wz® cos 9(0)} ; (3.9.8a)
W (20) = ER exp [ (z0u®) " w2 cos )] | (3.9.8b)
gt(/\/+1) (Z(N)) _ E&VH) exp [—j (5(N+1)M(N+1))1/2 wr™) cos pNFD ] '

(3.9.8¢)

Spojitost celkovich teénych slozek poli pro rozhrani z = 29 vyjadiuji rovnice

EV () = gl (), (3.9.9a)
HO (2O = HD (20) (3.9.9b)

nebo maticoveé

0) (,(0) (1) (0
o o) )\ o)
Spojitost celkovych teénych slozek poli na rozhrani z = zN) je vyjadfena rovni-
cemi

EM (W) = gNTD () (3.9.11a)
HNM (2W)) = VD () (3.9.11b)
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nebo maticové
V) (L) N1 (V)
b () ) ba (")) | (3.9.12)
HOY) (200) HOHD (200)
Celkové pole v poloprostoru z 2(® na rozhrani z = 2(0) tvoii soucet poli dopadajici
a odrazené viny

5i(0) (Z(O))+g7§0) (Z(O)) = &0 (Z<0>), (3.9.13a)

(0) 1/2

€ 0) [0 (0 0) (.(0 _ 1) (.0

(W) cos 60 [Ei (z( )) — &0 (z( ))] = HW (z( )) . (3.9.13b)
K celkovému poli na rozhrani z = ) pfispiva pouze prochézejici vlna (vystupujici
z multivrstvy), nebot amplitudu vlny dopadajici na multivrstvu z poloprostoru z
W) klademe rovnou nule

gt(/\f—i-l) (Z(N)) — EQEN) (Z(N)) , (3.9.13¢)
NV+1)\ /2

Na pravych stranach rovnic vystupuji slozky sloupcovych vektort z rovnic (3.8.2).
V maticové vyjadreni

5;1) (z(o))
'H?(,l) (2(0))

1 1
(0)
_ L) 1/2 ) 1/2 gio (2(0)) |
(W) cos 6©) _(W) cos 0 5,“(2(0))
[ u
(3.9.14a)
gN) (z(N))
Hg(,N) (Z(N))
1 L TE ¢WN+1) (_(N)
_ S\ 12 S\ 12 ( A )).
<m) cos WV +D) —< (N+1)) cos N +1) 0
[ [
(3.9.14b)
Inverzi rovnice (3.9.14a)
52'(0) (z(o))
gw (2(0))
)\ /2 o
B 1 <M(0)>1/2 (W) COSH 1 gsgl) (Z(O)
o (0) (0) (0)\ /2 (1) (.(0)
2cosd 3 <%) cosd® 1 Hy' (2©)
o
(3.9.15)



S ohledem na znaceni v rovnici (3.8.4) charakteristickou matici multivrstvy pro
TE polarizaci zapiseme

N TEp  TEp
TEF _ H TEs(n) _ TEs(l) TEs(2) N .TE S(n) N .TE S(N) — ( 11 12 ) )
n=1

TEF21 TEF22

(3.9.16)
S jeji pomoci mizeme vztah mezi amplitudami elektrickych poli dopadajici, odrazené
a prochézejici viny vyjadrit jako

5i(0) ( Z(o))
&go) (z(o))

1/2 1
A WO Ty T
~ 2cos60) \ £0) (5(0))1/2 40) For Ta
— cos

-1

(NM+1)
X VA1) 12 VA1) N 12 & CORY
<7) cos QN+ ( ) cos N+ 0

(3.9.17)

Po vynasobeni
gi(O) (2(0))
&(0) (Z(O))

6(0) 1/2 6(0) 1/2

o 172 (—) cos 00T, + Ty (—) cos 0T 5 + Ty
1 I

" 2c0s00) <g<0>)

10

8(0) 1/2 8(0) 1/2
(W) cos 00T — Ty (W) cos 0OT 5 — T'yy
1
N+1) N\ /2 (N+1) (V)
) < 8((/\/11)) ) cos OV +D) & (Z )
1
() g0
B 2 cos 0 £(0)
(0) 1/2 (N+1) 1/2 - 0) 1/2 _
€ - .
(W) cos 00Ty + 'y + (M(N+1)) cos N+ (W) cos OT 1y + gy
X - i
(0) 1/2 (N-‘rl) 1/2 B (0) 1/2 -
€ - .
(W) cos 0Ty =Ty + (M(N+1)) cos N+ (W) cos 00T 5 — Ty
(3.9.18)



Ptipojme oznaceni TE polarizace k symboltim pro amplitudy elektrického pole do-

padajici, odrazené a prochézejici viny
£O (-

(o))
)

gt(N—i-l) (Z(N))
0

(

prostory (0) a (M + 1) potom bude

TEET(O) (2(0)) &gm (2(0))

TE,.(ON+1) _
TE 52'(0) ( Z(O)) 5i(0) ( z(o))

(
(

Globalni reflexni amplitudovy koeficient multivrstvy

TEgi(O) 4(0)
TE£(0) EZ(O)g , (3.9.19a)
TE cN+1) ( (N

& 0 (=) ) . (3.9.19D)

TER(ON+1) gbklopené polo-

eONYE N NIV U ACE
(W) osPn =Tt (m) cos Y (W) cos 6Oy, — Ty
= £0) 1/2 SN+ 1/2 r ) 1/2 =
(W) Ccos H(O)Fu —+ F21 + (lu(N'i‘l)) cos ON+1) <W> CcOoS 9(0)P12 4 P22

(3.9.202)

Odpovidajici globalni transmisni amplitudovy koeficient multivrstvy TE¢ON+D oh-

klopené poloprostory (0) a (N + 1) bude

TEgt(N'f‘l) (Z(N)) 5t(/\/+1) (Z(N))

TEt(O,N-‘rl) _
TE gi(o) ( Z(o)) gi(O) ( Z(O))
c0) 1/2 ©
2 — cos
. 1%
- 8(0) 1/2 €(N+1) 1/2 6(0) 1/2
(W) cos 0O + T'yy + (m) cos fN+1) (W) cos 0OT 5 + Ty
I 1t 1t

(3.9.20b)

S uvazenim Poytingovych vektori dopadajicich, odrazenych a prochézejicich vin
dostaneme pro reflektivitu "R a propustnost TB7 multivrstvy

TER = |TEpON+D)? (3.9.21a)
W+1)\ 1/2
<€(N+1)) cos N +1)
TET _ H }TEt(O,N+1)2
B 20 /2 '
<—0> cos 6(0)
10
(3.9.21b)



Volbou N/ = 0 se problém multivstvy redukuje na problém rovinného rozhrani
dvou poloprostori. Potom I'y; =15 =1 a I'j3 = 'y = 0. Dostavame

6(0) 1/2 6(1) 1/2
(W) cos A0 — (W) cos W)
TE,.(01) _ H H

1/2 1/2 :
=0\ o0 4 (£ / )
W COS + W Ccos

(3.9.22a)
(0) 1/2
Py cos 6
TE (01) (0
5(0) 1/2 E(N+1) 1/2 :
— cos ) 4 <7) cos (1)
(u“’)) p)

(3.9.22b)

tj. Fresnelovy amplitudové reflexni a transmisni koeficienty pro jednoduché rozhrani
a TE polarizaci.

3.9.2 TM polarizace

Nyni uvazujme rovinnou vinu dopadajici s TM polarizaci na vrstevnaté prostiedi
ohrani¢ené rovinami z = 20 a z = 2z 20 < ;W) 2O 5 /(0 resp. N g W)
. Najdeme vztahy pro amplitudy elektrickych poli a irradiance odrazenych a pro-
chazejicich vin. V. 'TM polarizaci vSak musime vyjit z magnetickych poli vin. Necht
HZ-(O), resp. Hﬁo), a HtNH), oznacuji obecné komplexni amplitudy magnetického
pole dopadajici, resp. odrazené vlny v prostiedi (0) a vlny prochézejici do prosttedi

(N +1).

Zkoumame vliv pozadavku spojitosti slozek elektrickych E a magnetickych H
poli rovnobéznych s rovinami rozhrani. Z Maxwellovy rovnice

OE
VxH=c—
8 ot

pro pole tmérné exp [j (wt — v-7)] plyne
—jyx H = jweFE
—vx H = weFE
—w(ep)*yx H = weE,
£,

1/2
E = — <H> vx H, (3.9.23)
£

kde v, je jednotkovy vektor ve sméru vektoru sifeni .
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Vynechame faktor exp(jwt) a zapiSeme elektrickd a magneticka pole dopadajici,
odrazené a prochézejici viny. Magnetické pole dopadajici viny

HEO) = :f:Hé?) exp [—j (5(0),u(0))1/2w (g sin 0© + 2 cos 9(0)) (gy + ﬁz)} )
(3.9.24a)

magnetické pole odrazené viny

HO9 = #HY exp [—j (a(o)u(o))1/2w (9sin0© — £cos0?) - (gy + z‘z)} :

(3.9.24b)
a magnetické pole vlny prochazejici
H§N+1) _ zﬁHéi\[H)
X exp [—j (5(N+1),LLW+1))1/2 w (§sin 0N + £ cos OV - (gy + 22)] :
(3.9.24c)

Zde Hé?) , Hég) a Hé?) jsou skalarni komplexni amplitudy magnetickych poli (ori-
entovanych ve sméru x) vln v po¢atku soufadnic a ¢asu. S uvazenim rovnice (3.8.4)
dostaneme pro elektrické pole dopadajici viny

o 1/2
B0~ - (tg) vxm?
£

M(O) 1/2
= — <E> (:lj sin 0 + £ cos 6’(0)) X :i:Hé?)

X exp [—j (s(o)u(o))1/2 w (ysin0© + z cos 9(0))]

= Hu (W) (ZSIH9 — qjcosf )
X exp [—j (g(O)M(o))lm w (ysin 0 + 2 cos 9(0))] |
(3.9.24d)
pro elektrické pole odrazené viny
(0) /2
© - (£ (0) (0)
E = (5(0)) Y x H
(0) 1/2
_ ('z(—o)) (‘g sin 9(0) — %cos 9(0)) % :ﬁHéS)
X exp [—j (5(0),u(0))1/2 w (y sinf© _ » cos 9(0))}
0\ /2
0 (K o .
Hy, (W) (z sin 0© + 1 cos B ))
T exp [_j (8(0)”(0))1/2 w (ysin 6 — z cos 9(0))} )
(3.9.24e)
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pro elektrické pole viny prochéazejici

E(N+1) L ,U(NH)
t - c(N+1)

1/2
) SN o D)

H(N+1) N(NH)
0t c(N+1)

/2
) (2sin GNFD _ G cos Q(NH))

X exp [—j (5(N+1)M(N+1))1/2 (ysin PNHD | g PN+ )} ,
(3.9.24f)
Rovnice (3.9.24) odvozené z Maxwellovych rovnic uréuji vzédjemnou orientaci vek-

torti poli dopadajicich, odraZenych a prochazejicich vIn.” Uvézli jsme rovnice
(3.2.45), z nichz plyne

H, (y,z,t) = H,(2)explj (wtF koNyy) - (3.9.25a)
E,(y,zt) = & (2)expj(wtF koNyy)] (3.9.25b)
E.(y,zt) = & (2)exp[j(wtF koNyy)| , (3.9.25¢)

Nasi volbé kladné orientace slozky vektoru sifeni (+¢) kolmé na osu vrstevnatého
prostiedi z odpovida horni znaménko. Jednotkové vektory ve smérech vektorii siteni
dopadajici, odrazené a prochazejici viny jsou omezeny nasi volbou roviny dopadu
na rovinu kolmou na & a jsou dany rovnicemi (3.9.2).

Celkové magnetické pole ve vstupnim prostedi (0) mé pro TM polarizaci pouze
slozku ve sméru & a tvofi jej superpozice poli dopadajici viny H Z(-O) (z(o)) a odrazené
viny H” (), danych rovnicemi (3.9.24a) a (3.9.24b). V roviné 2 = 2

[#0 (:0) + #10 (:0)] 2
= {Hé? exp [ (8(0 I ) wz® cos 9(0)} + Hég) exp [j (5(0),u(0))1/2 wz© cos «9(0)}}
X exp [ j ( © ),u(o)) Y2 wysmﬁ(o]
= H [ /2 wy sin 9(0)] :
(3.9.26a)
Celkové magnetické pole ve vystupnim prost¥edi (AV+1) mé pro TM polarizaci pouze

slozku ve sméru & a tvorii jej samotnd prochézejici vlna, nebotf piepokladame, ze
amplituda vlny postupujici z poloprostoru z > 2N+ k rozhrani z = z®) je nulova.

"Pii orientaci vektoru Sifeni dopadajici viny souhlasné s +2 #(®) = 0 a kladné orientaci pole
H EO) souhlasné s +2 odpovida kladné orientace El(-o) orientaci —¢§ v souladu s rovnici (3.9.24d).
Avsak pii orientaci vektoru §ifeni odrazené vlny souhlasné s —2 0(9) = 0 a kladné orientaci pole
H 50) souhlasné s +& odpovida kladné orientace EEO) orientace souhlasné s +¢ v souladu s rovnici
(3.9.24e), tedy opacné nez u viny dopadajici . P¥i orientaci vektoru $ifeni prochézejici viny souhlasné
s +2 0 =0 a kladné orientaci pole H §N+1) souhlasné s +& odpovida kladna orientace EENH)

orientaci —§ v souladu s rovnici (3.9.3f) podobné jako u vlny dopadajici.
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V roviné z = zN) mame
H§N+1) (Z(N)) 3 = Ho(ljtvﬂ)
X exp [—j (E(N+1)N(N+1))l/2w (y sin QW+ + M) cos 9(/\/+1))}

= H;NH) (Z(N)) exp [—j (5(N+1)Iu(/\/+1))1/2 wysin 9(N+1)13.9.26b)

Slozka celkového elektrického pole ve sméru § ve vstupnim prostfedi (0) v roviné
z = 2 je podle rovnic (3.9.24d) a (3.9.24d) dana superpozici

[ E? (:0) + EO (Zw))} g

©0)\ /2
- (M(o) ) cos 0" {Ho(?) exp [—J (£9p®) 2 29 cos 9(0)}
g

— Hor exp [j (5(0),u(0))1/2 w2z cos 9(0)} } exp [—j (5(0),u(0))1/2 wy sin 9(0)}

= (20 exp [ (@) wysing©] (3.9.26¢)

Slozka celkového elektrického pole ve sméru § ve vystupnim prostiedi (N + 1) je
tvofena samotnou prochézejici vlnou. V roviné z = z) mame

W+1)\ /2
EN (W) g = —<m) cos 0 Hg T (24)

X exp [—j (5(/\/+1),u(/\/+1))1/2 w (y sin W +1) + >N cos 9(N+1))}

_ gy(/\f-irl) (Z(N)) exp [_J (E(NH)M(NH)) 12 wy sin N+ }(3.9.26(1)

Oznacime
”HZ(O) (z(o)) = Hé?) exp [—j (E(O)M(O))1/2 wz® cosh© ] (3.9.27a)
HO (20) = Hég) exp [j (5(0),u(0))1/2 w2 cos 9(0)} (3.9.27b)
WY = Y Y exp [—j (8(N+1)M(N+1))1/2 2N cos GNFY }

(3.9.27¢)

Podminky pro spojitost teéngch slozek poli pro rozhrani z = z(©)
HO (20) = 7D (), (3.9.28a)
W () = £ () (3.9.28b)

nebo maticoveé

HY (2O 1D (L0

7



Na rozhrani z = zW) plati

HM (zN) = HNTY (2 (3.9.30a)
EM (G = gNFD (M) | (3.9.30D)

nebo maticové
< _g;N) (Z(N)) _€;N+1) (Z(N)) . (3931)

Nyni mizeme podminky pro rozhrani z = 2(®) zapsat s uvazenim rovnic (3.9.26),
(3.9.27) a (3.9.28)

1 () +HO () = HD (2@),  (3.9.32a)

(0) 1/2
(fj(—o)) cos O [HZ(O) (Z(O)) _ %io) (2(0))} — _5;1) (Z(o)) . (3.9.32b)
pro rozhrani z = 2V)
HNVD (M) =y (W) (3.9.32¢)
W) 1/2
<75(N+1)) COSG(N"'I)HEN"'I) (Z(N)) — _5?5/\/) (Z(N)) . (3.9.32d)

Na pravych stranach rovnic vystupuji slozky sloupcovych vektori z rovnic (3.8.2).
V maticové vyjadreni

”HS) (2(0))
_551) (Z(O))

1 1 .
_ PONGG O /2 Y (=0
<ﬁ) cos A ( (0)) cos H©) HO) (z(o)) ’
(3.9.33a)
'H;(EN) (z(N)
N
6}5 )(Z(N))
1 1
N+1
_ M(NH) 1/2 ,U(NH) 1/2 (%i +1) (Z(N)) )
( (N+1)) cos HNVHD) ( (N+1)) cos GV +D) 0
€ €
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Inverzi rovnice (3.9.33a)

7—[§°) (z(o))
HO ()

(3.9.34)

S ohledem na znaceni v rovnici (3.8.4) charakteristickou matici multivrstvy pro
TM polarizaci zapiseme

I_‘43 I_‘44

(3.9.35)
S jeji pomoci miizeme vztah mezi amplitudami magnetickych poli dopadajici, odra-
Zené a prochéazejici viny vyjadrit jako

( HY (=) )
(=)

1/2
o 1 (5(0) ) / £ , F33 F34
9 (0) (0) 0)\ /2 Iy T
cos 6 1 <,u_) 0sf® 1 43 Lugg

n=1

N
TMF _ H TMs(n) — TMs(l) TMs(Q) N .TM S(n) N .TM S(N) — ( P33 P34 ) .

1 1

N+1
X LNV 1/2 on LD 1/2 - (Ht( )(Z(N)) ) .
P +1) +
(5(N+1)) cos 6 (5(N+1)) cos 0 0

(3.9.36)

Po vynasobeni

HO (20)

HO) (z(o))

] RONE ~(0)
" 2c0s00 (u(o))

)\ /2 0 1/2
(%) cos O35 — T'ys (%) cosOT s, — Ty

©0)\ /2 o) 1/2
(%) COSH(O)F33+F43 (’u_) COSH(O)F34+F44

W+1)\ 1/2 N+1) (_(N)
) <M ) cos PN +D) CEY)

79



Ht(./\f+1) (Z(N)) (0) 1/2
2 cos §0) (,u(o) )

)\ /2 WD)\ 1/2
<,u_) cos 00T 35 4 I'yg + ('UN ) cos AN+

£(0)

Vztahy mezi dopadajici vlnou a vlnou odrazenou a prochézejici jsme vyjadrili po-
moci amplitud magnetickych poli TM vin. Globalni reflexni a transmisni amplitu-
dové koeficienty vsak obvykle definujeme jako poméry amplitud celkovych elektric-
kych poli vln polarizovanych v roviné dopadu. Z rovnice (3.9.1) ziskdme skaldrni
vztahy

0 A 0
W) = (G5) ™M), (39.350
L0 12
w0 = (T5) e ). (39.35)
N+1) (v WD\ 12 T™M ocN+1) (N
HOT (W) = (M(NH)) &, (zW)) . (3.9.38¢)

Po dosazeni do rovnice (3.9.36)

TMg(O) (2(0))
TMg:(O) (Z(o))

c0)
1/2 9(0) P
_ 1 (M(O)) / Cos (M( )

I's3 I'sy
2cos 00 \ £(0) Iys T'ay
cos H©) ( )

1/2
cN+D) cW+1) TME(N'H ))
X ,LL(N+1) N+1 ) .

cos HVHD) cos AN+

(3.9.39)

Globalni reflexni amplitudovy koeficient multivrstvy ™7 ON+1D obklopené polo-

prostory (0) a (M +1) je definovan jako pomér amplitud elektrického pole odrazené
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ILL(O) 1/2
(—) cos 00T 5 + Ty

ILL(O) 1/2
<—) COS 9(0)F34 — F44

(3.9.37)



a dopadajici viny

TMH@) (2(0)) TMET(O) (2(0))

™0 () Mg ((0)

0)\ /2 V41 /2 )\ 1/2
(M—) COS@(O)FB?,—F43+('u ) cos AN +D) (,u_) cos 0Ty — Iy

TM,,,(O,N+1)

c(0) sW+1) =(0)
= ILL(O) 1/2 I[L(N-"_l) 1/2 r /,L(O) 1/2 7
()5(—0)) cos 0O g3 + Ty3 + (5(N+1) ) cos W +1) <E> cos 0Ogy + Tay
(3.9.402)

Odpovidajici globalni transmisni amplitudovy koeficient multivrstvy TM¢ON+1)

obklopené poloprostory (0) a (M +1) je definovan jako pomér amplitud elektrického
pole prochéazejici viny a viny dopadajici

TMgt(NH) (Z(/\/))

TM(ON+1)

™ 5i(0) (2(0)
LN+ 1/2
(W) Y (2W0) <E(O)M(N+1))l/2 H Y (=)
POEGESY HO (z00)

(M”))m AP (20)

<(0)
.
WH1)\ 1/2
2 (%) cos 0
TM (0N +1) €
/,L(O) 1/2 /,L(N+1) 1/2 /,L(O) 1/2
<E) cos 0O g3 + T'y3 + <m> cos fN+1) (W) cos 0Oy + Ty

(3.9.40D)

S uvazenim Poytingovych vektorti dopadajicich, odrazenych a prochazejicich vin
dostaneme pro reflektivitu ™R resp. pro propustnost multivrstvy ™7

™R = |TMpON+D? (3.9.41a)

resp.

(0) 1/2
(%) cos fN+1)

WH+1)\ /2
(L) cos #(0)

T™

‘TMt(O,N+1) 2 _

ceW+1)
(3.9.41b)
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Pii vypoctu reflexniho a transmisniho koeficientu multivrstvy jsme pouzili rovnici

(3.9.36) a (3.9.39).

Volbou N = 0 se problém multivstvy redukuje na problém rovinného rozhrani
dvou poloprostori. Potom I's3 =T'yy =1 a '3y = ['y3 = 0. Dostavame

(0) 1/2 (1) 1/2
(%) cos 00 — (%) cos V)
TMp(0) - AE c (3.9.42a)

(0) 1/2 (1) 1/2 ’
(%) COSQ(O)—F(%) cos (1)

TM(01)

(3.9.42D)

tj. Fresnelovy amplitudové reflexni a transmisni koeficienty pro jednoduché rozhrani
a TM polarizaci.
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3.10 Lokalné periodické izotropni multivrstvy

Periodické vrstevnaté prostiedi

e(z+1lh) = e(2), (3.10.1)
p(z+1th) = u(z), (3.10.2)

kde h je perioda a [ je celé.

Charakteristicka matice tiseku jedné periody

M (h) = (m” m”) (3.10.3)

Mo Moo
Potom
M (h)]N = M((h)M((h)M(h)...M(h). (3.10.4)
Pro matice spliujici
M11Mag — MigMey = 1 (3.10.5)

1ze jejich mocninu vyjadiit pomoci Cebysevovich polynomii druhého druhu U, fadu
q (q je celé nezéaporné)

oo = ()

Moy Mg
( mully—1 (a) — Un—s (a) Mgl (a) )(3 10.6)
morln_1 (a) Mool -1 (@) — Un—2 (a) o
kde
a = %(mn -+ m22) . (3107)

Pro periodu tvorenou symetrickym tsekem
a = Mi1 = Mya. (3108)

Tuto vlastnost symetrie tseku délky jedné periody muzeme ilustrovat pfripadem
homogenni vrstvy (1) tloustky dV) rozdélené na dvé stejné ¢asti, mezi néz je vlozena
homogenni vrstva (2) tloustky d® . Potom h = d*) + d® a charakteristickd matice
tohoto sendvice je dana

M (h) = M(dV/2) M (d®/2) M (d®/2) M (dV/2) (3.10.9)

Oznacime p = (YW cosdW) (I =

1,2) v pifpadé TE a p¥) = (Z(l) cosﬁ(l))
(I =1,2) v pripadé TM. Soucin M (dV)/2) M (d®/

) pak muzeme psat

£ 1 s i 1
coS —  j——=sin — coS —  j—=-sin
) 2) _ 2 pm 2 2 p®@
M (dV/2) M (d*/2) = m 50 5) 5@
ip™ sin cos - ip? sin - cos —
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i) A pM £ e 1 i) 5@ 1 £ s

B COSTCOST _WSIHTSIHT Jp(l) smTcos—JrJ%Q— sin — 5 COST
jp(l) sin @ cos @ + jp(z) sin @ cos ﬁ cos @ cos —2 — ]ﬁ sm — sm 5—)
2 2 2 2 2 2 pd) 2 2
(3.10.10)

Sou¢in M (d®/2) M
M (d®/2) M (d®/2)

M (d®/2) M (dV)/2)
) 6@ p® £ 5@ 1 ) 5@ 1 £ £

(d(l) /2) dostaneme zaménou indextt 1 <> 2 v soucinu

B COSTCOS7—FSIHTSIHT Jp(l) SIHTCOST‘FJﬁSIHTCOST
= 1 2 2 1) 1 2 1 1 2
ip™ sin L coS ﬁ + jp(2 sin ﬂ coS & coS ﬁ coS ﬁ — ]i sin ﬁ sin ﬂ
2 2 2 2 2 2 p®2 2 2
(3.10.11)

Zjistujeme, Ze soucin M (d® /2) M (dV)/2) se lis od soucinu M (dV)/2) M (d® /2)
jen potradim prvki na hlavni diagonale. Matice M (h) mé tedy nésledujici strukturu

ail a2 Ag22 A12
as1 Q22 21 Q11
_ < 11092 + Q12091 2a11a12 ) - < My Mz )(3 10.12)

2a91a22 11022 + G12G21 Mo My

M (h) =

Cebysevovy polynomy druhého druhu

U, = 0, (3.10.13a)
u = 1, (3.10.13b)
U, = 2a, (3.10.13c)
U, = 4a® —1, (3.10.13d)
U, = 8a®—4a, (3.10.13e)
Us = 16a* —12a* + 1, (3.10.13f)
Us; = 32a° —32a° + 6a, (3.10.13g)
U, = 64a° —80a"* + 24a* — 1, (3.10.13h)
Uy, = 128a" —192a° + 80a® — 8a, (3.10.13i)
Uy, = 256a° — 44805 + 240a* — 40a> + 1, (3.10.13j)
U, = 512a° —1024a” + 672a° — 160a* + 10a, (3.10.13k)
Vyssi fady plynou z rekurentniho vztahu (¢ 0):
U, 1 (a) 2ald,(a) — U, (a) (3.10.14)

84



Literatura ke kapitole 3

1]

2]

F. Abeles, “Recherches sur la propagation des ondes électromagnétiques si-
nusoidales dans les milieux stratifiés. Application aux couches minces,” Ann.
Phys. Paris 5, 596640 (1950),

Max Born & Emil Wolf with contributions by A. B. Bhatia, P. C. Clemmow,
D. Gabor, A. R. Stokes, A. M. Taylor, P. A. Wayman and W. L. Wilcock:
Principles of Optics, Electromagnetic Theory of Propagation Interference and
Diffraction of Light, Sixth (Corrected) Edition, Cambridge University Press
1997.

George B. Arfken and Hans J. Weber, Mathematical Methods For Physicists,
Academic Press.

Mary L. Boas, Mathematical Methods in the Physical Sciences, 3rd Edition,
John Wiley & Sons, 2006, Kapitola 12.

85



