Kapitola 2

Izotropni multivrstvy

2.1 Mnohanasobné odrazy v tenké vrstve

Uvazujeme rovinnou homogenni tenkou vrstvu (1) obklopenou dvéma polo-
prostory, vstupnim prostfedim (0), napi. vzduchem, a vystupnim prostiedim (2),
napi. podlozkou. Vsechna prostfedi budeme pro zacatek pokladat za linearni, ho-
mogenni, izotropni, neabsorbujici (ideélné dielektrickd), nemagneticka a elektricky
neutralni (s nulovou makroskopickou nabojovou hustotou). Vstupni prostfedi cha-
rakterizuje redlny index lomu ny vrstvu n; a vystupni prostiedi ny. Rovinnd mo-

n

n,

Obr. 2.1: Mnohonésobné odrazy v tenké vrstve.

nochromaticka vlna o thlové frekvenci w dopadajici ze vstupniho neabsorbujiciho
prostiedi (0) na planparalelni neabsorbujici tenkou vrstvu (1) pod thlem 6, vytvari
ve vrstvé rovinné viny lomené pod thlem #; a rovinné vlny prochézejici do vystup-
niho neabsorbujictho prostfedi (2) pod thlem 6y [1]. Kartézsky soufadny systém
zvolime podle obrazku (2.1) s osou z kolmou k rozhranim a s osou z kolmou na
rovinu dopadu yz. Elektrickd pole vin v j-tém prostiedi EY jsou obecné popsana



exponencialnimi faktory
() ; _ W juwt
EY) ~exp[—j(k;r —wt)] = exp|—j—— (ysinb; = zcosb,;)| ", (2.1.1)
c

kde j = 0,1,2. Vektory sifeni jsou dany k; = et (gsinb; £ Zcosb;), kde ¢ je
fazova rychlost elektromagnetickych vin ve vakuu. Jejich norméalové slozky méni po
kazdém odrazu na rozhranich znaménko. Pro jednoduchost predpokladame, ze v
prostfedi (2) je pouze vlna postupujici od rozhrani 1 —2. Ve vSech tfech prostfedich

soucasné je splnén Snelltiv zakon (zédkon zachovani teénych slozek vektort Sifeni)

nosin by = ny sin @y = ng sin 5. (2.1.2)

Faktor exp [—j% (ysinf;)| & je diky Snellovu zdkonu pro celou strukturu inva-

riantni. Vlna s definovanou linedrni polarizaci bud kolmou nebo rovnobéznou vici
roviné dopadu v prostiedi vrstvy (1) se mnohanasobné odrazi. Pomér odrazené a
dopadajici amplitudy elektrického pole vln ve vstupnim prostfedi (0) lze psat jako

EY
£© - (2.1.3)
= 7ro1 + [tme—jﬁdrlze—jﬁdtlo + t01e—jndrme—jﬁdrloe—jﬁdrlze—jndtlo 4. :| :
kde -
kd = ——d cos 0,
c

a d je tloustka vrstvy (1). Fresnelovy amplitudové reflexni a transmisni koeficienty
pro individualni rozhrani mezi nemagnetickymi prostiedimi (k) a (1) jsou definovany
v souladu s rovnicemi plynoucimi z okrajovych podminek pro elektricka pole kolma
k roviné dopadu

(k)

() _ E; _ T4 CO8 0, — n; cos b, 514
"k <E2(’f)> ny cos 0y, + ny cos 0, (2.1.42)
o (B 2nicosh (2.1.4b)

M Z.(k) . "~ ngcosBy +mnycosb; o

a pro elektricka pole rovnobézna s rovinou dopadu rovnicemi

(k)
7“;8;) _ (Er ) _ Ny, cos ) — ny cos Oy, (2.1.5a)
I

Ei(k) ng cos 0; + ny cos Oy,
o (B _ 2n1 €05 Oy (2.1.5b)
k. — Ei(k) | ~ nycos by + nycos b -



K oznaceni polarizace elektrického pole kolmé L, resp. rovnobézné || vzhledem k ro-
viné dopadu jsme pouzili, jak je zvykem, pismena s (z némeckého senkrecht, kolmé,
zde k roviné dopadu) pro TE (transverzalné elektrickou) vlnu, resp. p (paralelni vici
roviné dopadu) pro TM (transverzalné magnetickou ) vlnu. Vyraz v hranaté zavorce
rovnice (2.1.3) je konvergentni geometrické fada

0)
E! . . . s
—jkd,. _—jkd —2jkd —2jkd
0) ror + tore " rige g |14 rigrige” I + (rygrie” ¥ ) +} )
E;
se souctem
aq
S =
kde a; = toitigrise 3" a g = rigrize” 3% . Po secteni dostaneme
O _ 9
EY . tortiorize 44
= To1 —
Ez‘(o) 1 — 7ygr1pe~ 2
“2jkd
o1 + 11"  (fortio — To1710) (2.1.6)
1 — rygrige=2ixd o
Z Fresnelovych rovnic zjistime, ze ro; = —rip a (toartio — 701710) = 1. Ke stejnym zé-

vérim dospél Stokes jednoduseji uzitim reverzibility optickych paprskt. Uvazujme
vlnu jednotkové amplitudy dopadajici na rovinné rozhrani polarizovanou bud s nebo
p . Predpokladdme pro jednoduchost, ze ithel dopadu je mensi nez kriticky tthel pro
totalni reflexi. V obou prostiedich se pak mohou §ifit lomené viny. Na rozhrani
se dopadajici vlna rozdéli na vinu odrazenou s amplitudou rg; a vlnu prochézejici
s amplitudou tg; . Diky reverzibilité optickych paprskt musi stejné vztahy platit pro
s amplitudou ro; odrdZ jako vina s amplitudou rZ; a prochazejici vina jako rygto; -
Obréacena (reverzovand) ptivodné prochazejici vlna o, se rozdéli na odrazenou s am-
plitudou 1719 ztstavajici v prostfedi (1) a na vilnu prochazejici zpét do prostredi
(0) jako to1t1o - Sifeni v piivodnim i obraceném sméru musi davat stejné vysledky a
dostavame

toitio + 7’(2)1 = 1,
roitor +riotor = 0.
Odtud
toitio —roirio = 1,
oo = —T10-

Mizeme tedy pro globalni reflexni koeficient tohoto systému tii prostiedi (0, 1, 2)
psat

BY Tt rige” Ard 917
EO 14 rgryge2ed’ (2.1.7a)
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Podobnéa analyza pro transmisi vede k vyrazu

Et(z) - tortige "4
EZ-(O) 1+ rorrpend’

(2.1.7b)

Tyto vztahy ovSem plati jen bud pro s (TE) nebo p (TM) polarizaci. V izotrop-
nim prostiedi mtize byt nicméné kazda plné polarizovana vina! dopadajici sikmo
na rovinné rozhrani rozloZena na navzajem nezavislé s (TE) a p (TM) komponenty.
Rovnice (2.1.7a), resp. (2.1.7b) tvoii zaklad klasické reflexni, resp. transmisni elip-
sometrie v izotropnich prostiedich. Vysvétluji také funkci Fabryova—Perotova rezo-
natoru.

Jsou-li prostiedi obklopujici vrstvu (1) stejnd, plati rio = 119 = —701 a t12 = t10 -
Pomér amplitud odrazené a dopadajici viny (amplitudovy reflexni koeficient) plyne
z (2.1.7a)

@ o To1 [1 — exp (—j4ﬂn1d/)\va0)]
E(O) a 1-— T(z)l exXp (—j4ﬂn1d/)\vac)

)

(2.1.8a)

Pomér amplitud prochazejici a dopadajici viny (amplitudovy transmisni koeficient)
plyne z (2.1.7b)

Et(z) _ toitio exp (—j2mnid/Avac) (2.1.8b)
E’L(O) 1— ’l“gl exp (—j4ﬂn1d/)\vac) -
oznacili jsme délku viny ve vakuu Ay, kde
2me
N = 2T 2.1.9
5 (2.1.9)

Predpokladame, jak je tomu obvykle, Ze plati ng < n;. Relativni fazovy posun o nt
plynouci z Fresnelovych rovnic mezi vnéjsi (danou r; napf. na rozhrani vzduch —
sklo) a vnitini reflexi (danou 719 na rozhrani sklo — vzduch) r¢g; = —r1¢ je pfitom
v souladu s pozadavkem, aby odrazivost vrstvy klesala spojité k nule s poklesem
tloustky vrstvy d az do jejiho zmizeni (tj. v limité k nulové hodnoté pii d — 0).

Pély rovnice (2.1.7a) nebo (2.1.7b) uréuji rezonan¢ni podminku pro vlastni kmity
této soustavy, tj. podminku pro $iteni vedenych vin v planarni dielektrické struktute
s jedinou izotropni vrstvou obklopenou izotropnimi poloprostory

14 roiree 3% =0 nebo 1—rigrige 3% =0. (2.1.10)
Tato podminka je splnéna pouze nad kritickym thlem pro totalni reflexi uvnit¥
vrstvy, kdyZz ng < n; a soucasné ny > ng, tj. sinf; > ng/n; a soucasné sinf; >

> ny/ny . Potom

0] =1, |ria] =1 I = €310 p, — itz

1tj. vlna ide4dlné monochromaticka a koherentni v obecném piipadé polarizovans elipticky.
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Oba reflexni koeficienty 19 a 712 a odpovidajici faze ¢19 a ¢1o nutno jesté rozli-
Sit podle polarizaci indexy TE, (nebo s, nebo L) resp. M (nebo p, nebo ||).
Resonanc¢ni podminka bude

1— e2j¢1062j¢12e—2jnd 0.
Porovnanim exponencial
(Y —2juTT ,
c

nebo porovnanim jejich argumentt

%dnl COS 91 — ¢10 — ¢12 = /T, (2111)
kde realné faze splnuji
) _ (nfsin’ 6y —nd)'”” 2.1.12
o nq cos 6 (2.1.12a)
2 (22 _ 2\1/2
M)y M (nl sin” 0, no) (2.1.12b)
10 - nd nq cos b, o
2 12 2\1/2
TE) (n?sin® 6, — n3) 51 19
o nq cos 6 (2.1.12¢)
2 (02 wn2p _ .2)\1/2
rM)y i (nl sin“ 0, n2) (2.1.124)
12 n3 ny cos 6, o

Tak zvané charakteristické rovnice (2.1.10) a (2.1.11) vyjadiuji podminku existence
netlumenych vln v neabsorbujici vrstvé. Popisuji funkci dielektrického vlnovodu.
Charakteristicka rovnice pro TE polarizaci ma tvar

21
)\vac

: 1/2 : 1/2
. n2sin? 0, —n2\ " . n2sin 62 —n2 \ Y
Sl b reerg I (e re g Bl

d (n% — n?sin? 91)1/2

(2.1.13)

Rovnice ma jen diskrétni feseni, ktera mizeme vyjadrit napt. pomoci thlu 6, , nebo
pomoci podélné slozky vektrou siteni + [(w/c)nqsin6;]. Pocet feseni roste s frek-
venci a tloustkou vrstvy. Pod jistou kritickou frekvenci (nebo tloustkou d) nem4 ani
jedno feseni. ReSeni nejsou zavisla na smyslu §ifeni vin. UZitim identity

arctgxr + arctgy = arctg <1:l7 tY )

(2.1.14)
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lze charakteristickou rovnici pro TE polarizaci alternativné zapsat ve tvaru

2
tg [)\ " (n} — nisin’ 91)1/2}

(n = n3sin? 0,)" | (w2 sin® 0; — n2)"/? + (n} — nd sin? 0,)""*]

(n? —nisin®6;) — (n}sin® 6, —nd) 12 (n?sin®6; — n3) 12
(2.1.15)
Charakteristicka rovnice pro TM polarizaci je
2n 2 2.2 \1/2
) d (n} — nisin®#6;)
2 (n2sin2 0, — n2)? 2 (2 sin 02 — n2)Y/2
— arctg n_; ( ! . 0) — arctg n_; (n sin 67 = n3) = UT.
ng nq cos 0y n; ny cos 0y

(2.1.16)

Parametrim vystupujicim v rovnicich (2.1.13-2.1.16) lze dat nésledujici vyznam.
Slozka vektoru sifeni rovnobézna s rovinami rozhrani, stejna ve vSech tfech prostie-
dich s ohledem na pozadavek Snellova zakona je

g = 2 ny sin 6;. (2.1.17)
Slozka vektoru sifeni ve vrstvé kolma k rozhranim
K = )\2‘2(:711 cos 0;. (2.1.18)
splnuje
(fv’;nlf = w2+ p2 (2.1.19)

Definujeme pti¢né konstanty tlumeni v a ¢ urcujici rychlost itlumu evanescentnich
vln v okolnich prostfedich nad kritickym thlem pro tplny odraz

r q1/2
9 21 214
vo= (e , (2.1.20a)
- 11/2
9 21 214
0 = 8= (3—m (2.1.20D)

Jejich prevracené hodnoty davaji hloubku vniku evanscentnich vin do okolnich pro-
stedi pro vedené (tedy lokalizované) viny (tzv. vedené médy). V blizkosti kritickych
uhli v — 0 a § — 0, hloubka vniku roste nade vSechny meze. Pod kritickym thlem
prestavaji byt realné, méni se na ryze imaginarni a v exponencialach charakterizuji
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lomené rovinné harmonické viny (tzv. zafivé médy). Pomoci téchto definic mizeme
charakteristické rovnice struc¢né zapsat nasledujicim zptisobem

k(v +9)
tgrd = ———=. 2.1.21
gr PR ( )
pro TE polarizaci a ve tvaru
k[ )
ni (n3 i n%)
tgrd = . 2.1.22
ni  ngn

pro TM polarizaci. Posledni rovnice (2.1.22) je zajimava tim, ze mize mit feSeni i
pro nulovou tloustku A . PrepiSme posledni rovnici do tvaru

)
5(3*?)
towd = L0 27 2.1.2
g"i KJ2 f)/ 5 ( 3)
&1 Ep €2

V uslechtilych kovech (Au, Ag, Cu) a ve vybranych spektralnich oblastech komplexni
permitivita splituje podminku Rey = n3 — 12 < 0, kde n3 702, potom Rey ~ —n2 <
< 0 a Bey = 2n9my =~ 0. Na rozhrani téchto kovt s dielektrikem lze tedy nalézt
hodnotu S (2.1.17) takovou, Ze ¢itatel v rovnici (2.1.23) je nulovy (podminka pro
Siteni plasmoni )

T_0 o (2.1.24)

2 2
L)

Tento jev tvoii zaklad modernich diagnostickych metod v technologii novych mate-
riali, chemii, biologii, 1ékafstvi a farmacii.

Scitani fad mnohanasobnych odrazt prestava byt praktické, kdyz vysetiujeme
odraz a prichod pfi Sikmém dopadu u mnohavrstvych struktur mezi dvéma polo-
prostory. Pouzijeme vhodnéjsi pristup, ktery vyuziva kvazidiagonalnich matic 4 x 4.
Vichodiskem je linearita rovnic uréujicich sifeni optickych poli?, spojitost te¢nych
slozek poli na rozhrani dvou izotropnich prostiedi a vzajemna nezavislost vlnovych
rovnic pro TE a TM polarizaci. Tato spojitost poli na rozhranich mtize byt popsana
linearni transformacni kvazidiagonalni matici 4 x 4. Budeme uvazovat rovinné line-
arné polarizované elektromagnetické vilny, které jsou resenim vlnovych rovnic v li-
nearnim, izotropnim, homogennim a elektricky neutralnim prosttedi.

2.2 Multivrstva

Uvazujme vrstevnatou strukturu na obr. 2.2 tvofenou posloupnosti
1,2,...n,...N vrstev s navzdjem rovnob&Znymi rovinnymi rozhranimi, kterd
je umisténa mezi dvéma poloprostory vyplnénymi prostiedimi, kterd nazveme okoli
(0) (vstupni poloprostor) a podlozka (N + 1) (vystupni poloprostor). Schematicky
je posloupnost vrstev znazornéna na obr. 2.2. VSechna prostredi vrstev pokladame

20mezujeme se na linedrni odezvu posloupnosti vrstev na dopadajici optickou vinu.
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Y
NO vstupni poloprostor 0
N (€)) di(l)
N @ d*(z)
Y
NO dI(s)
N® NG(N/H) dJN)

N @D \ y(t)
poloprostor podlozky N+1

Obr. 2.2: Izotropni multivrstevnata struktura. Vektory S$ifeni dopadajici a odrazené
vilny ve vstupnim poloprostoru (okoli) (0) a prochazejici viny ve vystupnim polo-
prostoru (podlozce) (N + 1) obklopujicich multivrstvu jsou oznageny po fadé () =

= (w/c) N© (g sin 00 + 2cos @), 4" = (w/c) NO (§sin 0 — £ cos 0(0)) and () =
= (w/c) (GN@D sin9© + 2 NWHD cos 9(N+1)) Uhel dopadu (odrazu) v poloprostoru (0)
je oznacen 0 | tihel lomu do poloprostoru (N +1) je oznacen WD) | Jednotlivé vrstvy
charakterizuji komplexnl indexy lomu N  a tloustky d™, n = 1,2,... N . Rovinna
rozhrani vrstev jsou kolm4 na osu z, rovina dopadu je kolma na osu x ..

za linearni, izotropni, homogenni a elektricky neutralni. Komplexni index lomu
n-té vrstvy oznadime N a jeji tloustku d™ . Komplexni indexy lomu okolniho
prostiedi, resp. substratu jsou oznaceny N©  resp. NWV+1)

Rovinna monochromatické vina o thlové frekvenci w s polarizaci s nebo p z pro-
stfedi (0), tj. z okoli, dopadajici na posloupnost vrstev vytvaii v témze prostiedi
(0) odrazenou rovinnou vlnu a v prostiedi N+ 1 vlnu prochdzejici. Celkové pole
uvnitt j-té vrstvy vybuzené dopadajici vinou tvori dvé rovinné viny: rovinnou vinu
postupujici vpied oznacenou indexem + a rovinnou vlnu postupujici zpét oznacenou
indexem —.

Vektory sifeni vsech téchto rovinnych vln lezi v jedné roviné, v roviné dopadu®
a vektory sifeni dvou rovinnych vin v n-té vrstvé sviraji stejné thly s kolmici na
rovinna rozhrani vrstev. Tuto kolmici umistime na osu z orientovanou smérem do
substratu (N + 1). Rovinnd rozhrani vrstev popisuji rovnice z = z,, kde n =
= 0,1...,V. Naptiklad rovinu rozhrani prvni vrstvy s okolim popisuje z = zg .

3Vyjimkou je limitni p¥ipad kolmého dopadu vlny na posloupnost, kdy rovinu dopadu nelze de-
finovat. Volba vlastnich polarizaci neni pak omezena na linearni polarizace. Stejné vyhovi libovolna
dvojice ortogonalnich eliptickych polarizaci.
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Kdyz je dopadajici vina z prostiedi (0) linedrné polarizovana s elektrickym vek-
torem kmitajicim kolmo (s) nebo paralelné (p) vici roviné dopadu, vSechny rovinné
vlny vybuzené touto dopadajici vlnou v kazdé z vrstev posloupnosti ztistavaji stejné
polarizované, bud kolmo (s) nebo paralelné (p) viéci roviné dopadu. Polarizace, s,
nebo p (tzv. vlastni polarizace izotropni multivrstvy pii Sikmém dopadu) dopa-
dajici viny se pii postupu izotropni multivrstvou zachovava. V dalsim tedy stale
predpokladame, ze vSechny viny maji definovanou polarizaci s nebo p.

Necht £T, resp. £~ oznacuji komplexni amplitudy elektrickych poli vin postu-
pujicich vpfed, resp. zpét v libovolné roviné z = constant (obr. 2.3). Celkové pole

N
Z? T >
X
1) b}
N d
Z(I) Yy
]v(z) 9(2) 9(2)
N
£ T
AN 0" " a4
Z('l) Y
]v(n+l)
T ]_V(RB ___________________________________
Z(MI) Iy
Z(N) Y
]v(N-l)
e(N+|)
y
z

Obr. 2.3: Odraz a priichod rovinné vlny mnohavrstvou strukturou (vrstvy 1,2,...n,...N')
obklopenou polonekoneénym okolim (0) a polonekoneénym substratem (N + 1). Uhel
dopadu je oznagen 6 . Uhly viiéi ose z, které sviraji vektory sifeni v n-té vrstvé, resp.
v substratu jsou oznaceny 0 | resp. W+ Rovinné rozhrani vrstev lezi v rovinach
z=20 D) ) W=D ) rovina dopadu je kolmé na osu .

v roviné z = constant pro jednu z polarizaci lze popsat sloupcovym vektorem

E(z) = ( gf 8 ) (2.2.1)
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Uvazujeme pole ve dvou riznych rovinich 2’ a z” (rovnobéznych s rovinami roz-
hrani). Vzhledem k linearité systému musi byt E (2”) a E (') vazany linearni trans-
formaci reprezentovanou matici 2 x 2

EF) Y _ [ Su S EF(2")
( E(¢) ) B ( So1 Sao E(2") ) (22.2)
Strucnéji to mizeme zapsat

E(?)=SE(?"), (2.2.3)

S — ( oo ) | (2.2.4)
21 ©22
Matice S charakterizuje tisek vrstevnaté struktury mezi dvéma rovnobéznymi rovi-
nami z = 2/ a z = 2”. Zvolime z = 2/ a z = 2’ na opac¢nych stranich rozhrani
(n —1,n) mezi vrstvou n — 1 a vrstvou n v infinitesimalné malé vzdélenosti od
roviny rozhrani z = 2("~1 . Rovnici (2.2.3) vztazenou k jedinému rozhrani (n — 1,n)
zapiseme jako

kde

lim E(z)=I""%" lim E(2), (2.2.5)
z—)z(f"il) z—)zsrnfl)

kde I~1") je matice 2 x 2 charakterizujici rozhrani mezi vrstvou n — 1 a vrstvou
n . Zvolime-li naopak roviny z = 2’ a z = 2” uvnitf vrstvy n infinitesiméalné blizko
protéjsich rozhrani, z rovnice (2.2.3) dostaneme

lim E(z) =L" lim E(z2), (2.2.6)

z—>z§r"’1) Z_>(Z(n—1)+d(n))7

kde L™ je matice 2 x 2 charakterizujici vrstvu n tloustky d™ .

Predpokladame, ze méteni je dostupna pouze odrazend vina v okoli a prochazejici
vlna v substratu. Hledame vztah téchto vin s definovanou dopadajici vinou. Kdyz
zvolime roviny 2’ a z” v okolnim prostiedi (0) resp. v substratu (N + 1) tésné u
rozhrani (01) (tj. u roviny z = () resp. t&sné u rozhrani (M A + 1) (tj. u roviny
z = zM) dostane rovnice (2.2.3) tvar

lim E(2) =S lm E(z). (2.2.7)

PRI z—>(zw>)+

Rovnice (2.2.7) definuje rozptylovou matici S ktera charakterizuje odraz a prichod
vln vrstevnatou strukturou. Matici S lze vyjadfit jako soucin matic rozhrani I*=17)
a matic Sifeni uvnit¥ vrstev L v pofadi definovaném posloupnosti vrstev

S — [V, W12, .. gr=Ln),0) . MWV N+L) (2.2.8)

Rovnici (2.2.8) 1ze dokazat opakovanym pouzitim rovnice (2.2.3) na nasledujici roz-
hrani a vrstvy struktury pocinaje rozhranim (01) okoli — prvni vrstva a konce po-
slednim rozhranim (N N +1).
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K urceni rozptylové matice S kompletni struktury musime stanovit matice jed-
notlivych rozhrani a jednotlivych vrstev. Matice rozhrani I®) mezi dvéma prostie-
dimi a a b vaze pole na obou stranach rozhrani

£ ) s\ (&
_ - (ab) (ab) _ . (229)
& Iy Iy gb
Uvazujme dva specialni pfipady, kdy jedina rovinna vlna dopadé na rozhrani ab bud

z prostfedi a nebo z prostiedi b. Zacneme piipadem, kdy jedinou dopadajici vlnou
(tthel dopadu 6), je vina £ dopadajici na rozhrani ab z prostedi a.

N

N

e(b)

Obr. 2.4: Odraz a pruchod rovinné vlny na rozhrani dvou prostiedi charakterizovanych
komplexnimi indexy lomu N a N®) . Dopadajici vlna p¥ichazi k rozhrani pouze z pro-
stiedi charakterizovaném N(®) | jeji thel dopadu a odrazu je oznacen #(®) . Uhel lomu
v prostedi charakterizovaném N©®) je ()

Vyjadiime komplexni amplitudy prochazejici (tthel lomu ), resp. odrazené viny
(thel odrazu 6%), &, resp. £, (obr. 2.4) pomoci komplexni amplitudy dopadajici
viny &

EF = tdef (2.2.10a)
E- = rldgf (2.2.10b)

pii &, =0, kde (@) resp. (@) jsou Fresnelovy transmisni, resp. reflexni koeficienty
pro dopad vlny na rozhrani ab z prostfedi a. Soucasné podle rovnice (2.2.9) mame

EEN_ (T T\ (&
(E)-(EE)NG) e

gr = gt (2.2.12a)

a

& = TVt (2.2.12b)

a

a rozepsanim
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Srovnanim rovnic (2.2.10) a (2.2.12) dostaneme

ab

UACNE s (2.2.13a)
(ab)

ab r

e = e (2.2.13b)

Nyni vySetifme piipad, kdy jedinou dopadajici vinou (tthel dopadu 6®)), je vina &,
dopadajici na rozhrani ab z prostiedi b. Vyjadiime komplexni amplitudy prochézejici
(tthel lomu #@), resp. odrazené viny (tihel odrazu §®)), £~ resp. &' (obr. 2.5).

a )

e(a)

N

e(b) e(b)

Obr. 2.5: Odraz a pruchod rovinné vlny na rozhrani dvou prostiedi charakterizovanych
komplexnimi indexy lomu N a N®) . Dopadajici vlna p¥ichazi k rozhrani pouze z pro-
stiedi charakterizovaném N©®) | jeji thel dopadu a odrazu je oznacen 6®) . Uhel lomu
v prostedi charakterizovaném N (@ je 6(@)

Uhel lomu v tomto druhém p¥ipadé odpovida thlu dopadu v piipadé prvnim.
Pole v tésné blizkosti rozhrani jsou vazana vztahy

g = rbogs (2.2.14a)
& = tlhogs (2.2.14b)

pii & = 0, kde t®? | resp. () jsou Fresnelovy transmisni, resp. reflexni koeficienty
pro dopad vlny na rozhrani ab z prostfedi b. Soucasné podle rovnice (2.2.9) mame

0\ _(m” 7\ (&
()-(FE)E) e

0 = ZWer+ e (2.2.16a)
& = Ve + TV e (2.2.16b)

a rozepsanim
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Dosazenim za I}'llb) a Ié‘llb) podle rovnic (2.2.13) dostaneme z rovnic (2.2.16)

& = —IPtDes (2.2.17a)
(ab)
_ r ab _
& = hi +I3¢;
(ab) ,.(ba)
r r (ab) —
- <15(T —|—I22 )gb . (2217b)
Ze srovnani rovnic (2.2.14) a rovnic (2.2.17) dostaneme
(ba)
ab r
7Y = —w (2.2.18a)
(ab) ,.(ba)
(ab) _ ) T
122 =1 t(ab)
t(ab)t(ba) o ,r,(ab),r.(ba)
= @) (2.2.18b)
Kone¢né pomoci vztahtt mezi Fresnelovymi koeficienty pro oba smysly Siteni, tj.
rlab) = _p(ba) g plablglba) _ p(ab)y(ba) — 1 dostédvame koneény tvar matice rozhrani
1 r(ab)
t(ab) t(ab) 1 1 plab)
1@ — = ( ) . (2.2.19)
(ab) (ab)
T(ab) 1 t r 1

t(ab) t(ab)

Fresnelovy reflexni a transmisni koeficienty pro jednoduché rovinné rozhrani, které
vystupuji v rovnici (2.2.19) se vypoditaji uzitim komplexnich indexti lomu obou
prostiedi a lokalniho thlu dopadu. Ten plyne opakovanym uzitim Snellova zdkona

NOging® — NOging® ... = N® gin g™ ... = NM gin g™ = NN+ gip gW+1)

(2.2.20)
Nyni po zjisténi matice rozhrani I(® se budem vénovat uvazeni vlivu §ifeni vln
homogenni vrstvou. Prostiedi vrstvy charakterizuje komplexni index lomu N
jeji tloustku oznac¢ime d™ . Pole dvou vln, kterd postupuji vrstevnatou struktu-
rou s opac¢nymi smysly norméalové slozky vektoru sifeni lze v roviné z = constant
zapsat

EF(z) = E£F(0)e exp —j%yN (z)sinf (z)} exp {IFJQTTEZN (z)cosb ()],
(2.2.21)

2r w
kde A je vlnova délka monochromatické viny o tthlové frekvenci w ve vakuu, S
c
2n
Podélna, resp. normalova slozka vektoru Sifeni je oznacena TN (2)sinf (2), resp.

2
j:TKN (z) cos B (z) . Podélna slozka je stejnd ve vSech vrstvach i v poloprostorech

okoli a substratu. Rovnice (2.2.21) potom obsahuje faktor

&' exp —j?yl\f (2)sinf (z)
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nezavisly na indexu vrstvy, ktery je spolecny vSem vrstvam, okoli i substratu. V dal-
im jej proto nebudeme psét. Specialné v roviné z = 2"~V uvniti homogenni vrstvy

(n)

2
E* (z("_l)) = &*(0)exp [:Fj%z("_l)]\f(") cos 9(”)} :
(2.2.22)
podobné v roving 2" = z(»=1 4 g
2
£x (z(”)) = E£*(0)exp [:Fjjn (Z("_l) + d(")) N™ cos 9(")} .
(2.2.23)

Uhel mezi smérem §ifeni ve vrstveé (n) a normélou k jejim rozhranim je oznacen
6™ . Relace mezi elektrickymi poli vln v rovinich z = 21 a z = 2" | pficemz
d™ = (2" — z(*=D) plyne z rovnic (2.2.22) a (2.2.23)
2
E* (z(")) = &* (z("_l)) exp [:Fj%d(")N(") cos 9(")}
(2.2.24)

Vztah mezi elektrickymi poli vln uvniti vrstvy n tesné u protéjsich rozhrani lze diky
rovnici (2.2.24) vyjadiit maticové jako

() (5 oy ) (EE0) - eom

kde bezrozmérny parametr 5 oznacuje

2
AR %d(")N(”) cos 8™ . (2.2.26)

dostali jsme matici Sifeni ve vrstvé (n)

w _ ( exp (iB™) 0
Lo — < ) exp (<j5) ) . (2.2.27)

7 matic rozhrani I a matic §ifeni ve vrstvé L™ mtZeme zkonstruovat rozpty-
lovou matici uplné struktury S maticovym nasobenim podle rovnice (2.2.8). Rovnici
(2.2.7) mizeme rozepsat

5+(z(0)) _ Sll 312 €+(Z(N+1)) (2 2 28)
ERD) )\ S Sn E-(zWH) ) o
4Symbol B je zde pouzit v jiném vyznamu, nez v predeslém odstavci, kde oznacoval slozku
vektoru sifeni rovnobéznou s rozhranimi
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Situaci si podstatné zjednodusime predpokladem, Ze vina dopadajici na strukturu
pochézi vihradné z okolnfho prostfedi (0), tj. £~ (V) = 0. Diky tomuto pied-
pokladu muzeme definovat globalni reflexni, resp. transmisni koeficienty struktury

rON+D resp. tON+D rozepsanim maticové rovnice (2.2.28)
ETOY = S§,EF (W) (2.2.29a)
E(Y) = S,EF (W) (2.2.29b)

definovat globalni reflexni, resp. transmisni koeficienty struktury r©@N+1  resp.
t(o,N+1)

E () S

(0.N+1) _ ©21

r £ :0) ~ 8, (2.2.30a)
+(y V) 1

+ON+1) M - (2.2.30b)

5+(Z(O)) Sy

Z rovnice (2.2.30) je zfejmé, Ze ke stanoveni globalnich reflexnich a transmisnich
koeficient staci znalost prvniho sloupce rozptylové matice S . Pro tcely elipsometrie
musi byt rozptylova matice S nebo alespon jeji prvky S;; a Sy; urceny pro obé
vlastni linedrni polarizace rovnobézné (p) a kolmé (s) vici roviné dopadu. Vypocty
jsou programovatelné a realizuji se po¢itac¢em. Nechf S, a S, predstavuji rozptylové
matice pro p a s polarizaci. Reflexni a transmisni koeficienty pro p a s polarizaci
budou

821
N = ?f (2.2.31a)
p
rONED = ?“ (2.2.31b)
11s
1
ON+1) _
¢ o (2.2.31c)
1
tONFD - = . (2.2.31d)
11s

V reflexni elipsometrii se méfi pomér komplexnich reflexnich koeficientii pro p a s
polarizaci

(0O,N+1) S
Tp 21p Siis
Or = = X , 2.2.32
r?’NH) Sllp So1s ( )

v transmisni elipsometrii se méfi pomér komplexnich transmisnich koeficientti pro p
a s polarizaci

(0,N+1)
tp Si Sy
Qt — — S X el . (2233)
t&O’N“) Sllp Sa1s
Matice S, a S, se lisi jen diky rozdildm v maticich rozhrani I™ n=01,..N

pro p a s polarizace vystupujicich v rovnici (2.2.8). Matice &ifeni ve vrstvé L™
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Nw) 9(0) 9(0)
(0) x -
0 x
N 4"
9( 1) 9( D
Z(l) Yy
N
6(2)
y

z

Obr. 2.6: Odraz a priichod rovinné vlny vrstvou tloustky d*) s komplexnim indexem lomu
N®) obklopenou polonekoneénym okolim charakterizovanym komplexnim indexem lomu
N© o polonekoneénym substratem s komplexnim indexem lomu N @

n =1,....N je vzhledem k tomu, Ze se omezujeme na izotropni multivrstvy pro
obé polarizace stejna.

Jako priklad pouziti pravé vysvétleného postupu uvazujme ptipad jediné vrstvy
(1) mezi dvéma podprostory, okolim (0) a substratem (2) podle obr. 2.6. Z rovnice
(2.2.8) dostaneme pro rozptylovou matici S

S = 1OULMW102) (2.2.34)

coz po dosazeni podle rovnic (2.2.19) a (2.2.27) dava

1 1 pOD i 0 1 02
S = $(01)4(12) (T(Ol) 1 0 e_jg(l) r(12) 1 ,(2.2.35)

RELY (01),.(12) ,—2§B8Y ,.(01) =281 | .(12)
14 r®Ur2e e tr (2.2.36)

nebo

S = $(01)#(12) PO 4 p(12)=280  .(01).(12) 4 -2i80

po provedeni maticového nasobeni. Z rovnice (2.2.36) dostaneme

ejg(l)

Su = ooy <1 +T(01)T(u)e_2ﬁ(l)) (2.2.37a)
ejg(l) )
Sn = onm <T(01)+T(u)e_wm>‘ (2:2.37D)

Dosazenim vyrazt pro S;; a Sy; do rovnic (2.2.30) dostaneme

oy r(12)o—2i80 ’s
T 14 01220 (2.2.38a)
t(Ol)t(12)e_J’5(1)

(02) _
! 1 4 (01 (12) =280 (2.2.38b)

(02)
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coz jsou vysledky stejné jako ty, které plynou ze s¢itani mnohanasobné odrazenych
parcialnich vin.

0© 9O okoli
N
(0) T =
0 x
N d"
oV o
2" ;
N?
02| 2 a’
2) Y
3)
N substrat
0¥
y

z

Obr. 2.7: Odraz a prichod rovinné viny dvéma vrstvami tloustky dV) | resp. d® s kom-
plexnim indexem lomu N® | resp. N obklopenou polonekoneénym okolim charakteri-
zovanym komplexnim indexem lomu N© a polonekoneénym substratem s komplexnim
indexem lomu N®) .

Jako dalsi pfiklad uvazujme strukturu tvorenou dvéma vrstvami (1) a (2) mezi
dvéma podprostory, okolim (0) a substratem (3) podle obr. 2.7. V tomto pfipadé je
s¢itani mnohanasobné odrazenych vin uvntitt vrstev k ziskani reflexnich a transmis-
nich koeficientti nesmirné tézkopadné. Z rozptylové matice vsak tyto koeficienty
dostaneme bez vétsiho usili Z rovnice (2.2.8) dostaneme pro rozptylovou matici S

S = IOWLWIILA1E) (2.2.39)

coZ po dosazeni podle rovnic (2.2.19) a (2.2.27) dava

g _ 1 1 01 el 0 1 2
T 00 (12)423) \ (01 q 0 eiBY r12 1

e 1 r®
x ( - e 1) (2.2.40)

o OUET 1 1o 1)
T p00)p(a2)4(23) \ 0D 1 0 e2iBY r12 1

1 0 1 r®)
: 0 e 28? r 1
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A S G TR 1 28
T p0D23@3) | 01 o280 P12 -2

1 @)
e

B oi8® 1+ (0D (12)g=280  1.(01) =281 o=2i83) 4 1.(12) o258
- +(01) #(12)4(23) P01 4 (12)g—2jM e—2j5(1)e—2j6(2)_'_T(Ol)r(12)e—2j6(2)

1 r@
X ( F23) . (2.2.41)

Pro relevantni prvky rozptylové matice dostaneme po provedeni maticového naso-
beni. Z rovnice (2.2.36) dostaneme

ejﬁ(l)ejﬁ(z)
Su = o [(1 I r(Ol)r(l2)e—2jﬁ(1>> 4 p(23)o—2® (Twne—zw I r(u))]
(2.2.42a)
ejﬁ(l)ejﬁ@)
Sy = O [(r(m) + 70(12)6—2j5“)) 4 p(28) =218 (e—zjﬁ“) + T(01)T(12))}
(2.2.42D)

Dosazenim vyrazi (2.2.42) pro S;; a Sy do rovnic (2.2.30) dostaneme

7(01) (1 i 7’(12)7“(23)e_2j5(2)> 120 (Tm) i r(23)e_2j5(2))

L08) _ S _
Su 1+ 7(12)(23)g-2i8@ 4 .(01)g—2i8D (r(12) +r(23)e—2j5(2)) ’
(2.2.43a)
1 £(01)£(12) 4(23) o =B =B
t(o’g) — _ =
Sii 1+ r(12)p(23)=28? 4 1(01)g—2iM (r(12) + r(23)e—2j5(2)) :
(2.2.43b)
Je poucné tyto vysledky zapsat jesté jinak
12 23)
(o) r(12) exp( 2Jﬁ ) exp (—Qjﬁ(l))
1+ r(27) exp (—2j5@)
() —
(12) (23) ’
r 4 exp( 2j32 ) )
(01) —92;31)
1+ 1+ r(12733) exp (—2j3@) exp (—2j8W)
(2.2.44a)
(12) 4(23) 2)
4(01) { et 2;XP( iB ) } exp (—jB®)
(03 _ 14 12y exp( 2J5 )
(12) | ,.(23) ) :
on | T 1 exp (—QJﬁ ) oial
L {1 + 12 exp (—2j5?) exp (=2j4)
(2.2.44b)
V hranatych zévorkach pozorujeme vyrazy r(13) a t(13)  které jsou obdobou rovnic

(2.2.38). Ziskdavame postup k rozsifeni na tii a vice Vrstev. Pro systém tii vrstev
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obklopeny okolim a substratem tak dostaneme

o _ 1O e (290)
T 1009 exp (—2j5M)
(2.2.45a)
t(04) B t(Ol)t(14 eXp( ‘]ﬁ )
1O exp (—2j8W) 7
(2.2.45D)
kde
) r(23) 4 p(34) exp ( 2Jﬁ ) exp (—2jﬁ(2))
) 14 r@3)r6Y exp (—2i50))
T =
(23) (34) ’
rie2) +r exp( 2J5 ) ]
(12) —92i32)
1+ T+ 1) exp (—2i5) exp (—2j5®)
(2.2.46a)
() { +(23)4(39) exp( J5(3) ] exp (—jﬁ(2))
L1 _ 1+ 369 exp( 2Jﬁ )
- 23 34 3) )
1+ r(12) r® 4ot )exp (_QJB( ) exp (—2j5®)
14 769 exp (—2j6(3))
(2.2.46b)

Predpokladali jsme, Ze optické parametry (v nasem piipadé komplexni index lomu
NM™ n=1,... N) kazdé z vrstev jsou homogenni a méni se skokem na rozhranich.”
Kdyz se optické parametry struktury meéni spojité uvnitt nehomogenni vrstvy tak,
Ze jeji optické parametry se méni ve sméru kolmém k rozhrani nase metoda zistava
pouzitelna. Staci, kdyz nehomogenni vrstvu rozdélime na vhodny pocet vrstev, které
jiz muzeme pokladat za homogenni.

Literatura ke kapitole 2
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Amsterdam, 1987) Kapitola 4.

5Struktura je obklopena homogennimi izotropnimi poloprostory okoli, resp. substratu charak-
terizovanymi N(® | resp. NV+1
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